Notas de clase R. Urban

Capitulo 6.

Calculo en varias variables.
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6.1 Funciones en varias variables.

En el trabajo profesional, se requiere trabajar con modelos econdémicos que
necesariamente consideran mdas de una variable en forma simultdnea y asi explicar
procesos complejos. Aunque el economista utiliza con bastante frecuencia funciones de
dos variables, las funciones de varias variables constituyen un marco de aprendizaje mas
rico. De hecho, permiten comprender como determinadas variables econdmicas, al afectar
a otras en los modelos econdmicos, inciden en las opciones econdmicas o en las politicas
econdmicas.

Muchas veces utilizamos las funciones con la idea de buscar puntos extremos. Encontrar
estos puntos es mas facil si las funciones son cdéncavas o convexas. Esta especificidad es
una de las razones del lugar privilegiado que se les otorga en determinadas teorias
econdémicas. Asi, los conceptos y técnicas de estudio local de funciones a través de las
propiedades especificas de las funciones conducen a una mejor comprension de los
principios de la economia y, en particular, a la importancia de la optimizacion, técnica que
es clave en economia y estudiaremos mas adelante.

Algunos ejemplos de funciones de varias variables econdmicas.

e Si realizamos una inversién la cantidad de dinero que obtenemos al final del afio
depende de la cantidad invertida y de la tasa de interés.

e En macroeconomia sabemos que el consumo se considera que es una funcidn del nivel
del ingreso y la tasa de interés o que la demanda de saldos monetarios es una funcién
del nivel del producto de la economia, de la tasa de interés y de la tasa de inflacidn.

e En microeconomia, la demanda de un bien depende de su precio, los precios de los
bienes sustitutos y complementarios, del ingreso del consumidor y otros factores.

e Una funcién de beneficio que expresa la diferencia entre el Ingreso menos los costos,
posteriormente en este capitulo analizaremos este tipo de expresiones.

En este capitulo, para ilustrar la metodologia, emplearemos principalmente modelos de
funciones de dos variables, ya que las podremos reperesentar en una grafica en tres
dimensiones. La generalizacidon a mas variables es una consecuencia del analisis.

6.1.1 Funcion de dos variables.

Una funcién f(x,y) de dos variables x e y con dominio D c R?, es una regla que asigna a
cada par ordenado de numeros reales (x,y) perteneciente a un conjunto D un Unico
nimero real a cada punto (x,y) € D. El conjunto D es el dominio de la funcién y los valores
que toma g = f(x,y) es el rango de la funcién.
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Al igual que en el caso de funciones de una variable, a menos que se diga lo contrario, el
dominio de una funcion definida por una regla o formula son los valores de las variables
para los cuales la formula tiene sentido y da un valor Unico.

En particular, para las funciones que tratamos en economia, hay restricciones explicitas o
implicitas de variacién de las variables; por ejemplo, la no negatividad de las variables. Si la
funcién es racional, esta no estara definida cuando el denominador es cero, o en las
funciones cuadradas, que tienen raices pares y por consiguiente no sera aceptable para
valores negativos de la raiz.

Suponga una cooperativa rural que produce café inorganico y orgdnico. El costo de
producir un kilo de café inorganico es de 15 pesos y el orgdnico es de 24 pesos. La
cooperativa tiene costos fijos mensuales de 4000 pesos.

a) Encuentre el costo mensual de produccion de ambos tipos de café.
b) Si la cooperativa coloca en el mercado el café inorganico en 60 pesos y el orgdnico en
75, obtenga la funcién de utilidad.

Solucion

a) El costo de produccién de x kilos de inorgénico y y kilos de orgénico es de 15x y de
24y respectivamente.
C(x,y) = Costo fijo + Costo variable
C(x,y) = 4000 + (15x + 24y)
b) Para encontrar la funcién de utilidad, primero encontramos la funcién de ingreso
total para los dos tipos de café.
I(x,y) = ventas de q, + ventas de q,
I(x,y) = 60x + 75y
Finalmente, la utilidad esta dada por la diferencia entre
g = U(x,y) = Ingresos — costos
g =U(x,y) = 60x + 75y — (4000 + 15x + 24y)
g =U(x,y) = 45x + 51y — 4000

Las variables x y y son las variables independientes y la funcion de utilidad g es la variable
dependiente. Como en las funciones de una variable, los valores del dominio de la funcién
son validos para el campo de los numeros reales. Cuando se trata de funciones de
aplicacion en economia, el dominio de la funcién debe tener, ademas, “sentido
economico”.
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El dominio en el caso de funciones de varias variables ya no es un solo punto o un valor en
el espacio, como en el caso de las funciones simples, tenemos que trabajar en un plano
cartesiano.

Grdfica 6.1 Los dominios son ahora figuras planas

Dominio f: RxR - R

xy) 5 20y

Yo

Ejemplo: Calcular el dominio de las siguientes funciones y representar en forma gréfica.

a) f(x,y)=+x+4y?—-2 , Se nos pide calcular el dominio de f(x,y), su
representacién en un grafico y calcular cuando f (—1, - %) f (1, %) ,£(0,2)

Solucion. Los valores que tendrian sentido son para aquellos que el radicando sea mayor o
igual que cero,

Grdfica 6.2
x+4y2—=22>0 o x+4y*>2

De esta manera el dominio es el conjunto de los pares
(x,v) tales que x + 4y? > 2, es decir,

Df(xyy = {(x,y)|x + 4y* = 2

Para obtener su grafica, supondremos en primer lugar la
funcién como una ecuacién tal que x + 4y?> =2y la
rescribimos como x = 2 — 4y?. Trazamos la curva, que
es una pardbola que abre hacia el lado izquierdo con
vértice en (2,0)

La region que determina el dominio es el conjunto de puntos que satisface la desigualdad
x + 4y? > 2 y todos los puntos que estan en las parabolas superiores.
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Sustituimos los puntos de interés, f (—1, —%) f (1,%) ,£(0,2) en la ecuacidn

x+4y2—-22>0

El primer punto no satisface la ecuacidn, ya que, al sustituir sus valores,
2

1
—1+4(—§> —-2=20--22%20

Por lo tanto, no esta en el dominio.

El segundo punto (1, %) al sustituir nos queda,
2

1
1+4(§) -2=20-0=20
Si pertenece al dominio.
Finalmente, el punto (0,2), 0+ 4(2)? —2 =0 - 6 > 0, que también estd en el dominio.

b) f(x,y) = In(6x + 3y — 12) Para que la funcién esté bien definida y sea un nimero
real se tiene que cumplir que 6x + 3y — 12 > 0, entonces:

De ={(x,y)| 6x+3y—12> 0}

El grafico de esta funcion es un plano lineal. Para determinar este plano, graficamos |Ia
recta 6x + 3y — 12 = 0. Debemos notar que los puntos sobre esta recta no pertenecen al
dominio.

Grdfica 6.2

Los puntos superiores a la linea punteada
pertenecen al dominio; por lo contrario, los
puntos inferiores no perteneces al dominio.

Dominio

El origen, (0,0) no satisface la igualdad 6x + 3y —
12 > 0; entonces, el origen no pertenece al
dominio, de la misma manera podemos probar
S cualquier punto.

(=]

[
—
[
/

/

4
%

c) Sea la funcion f(x,y) = In(3xy —9) El dominio de esta funcion sera aquel que,
cumple con,
3xy—9>0, esdecir xy >3
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El dominio de la funcidn,
Dy = {(x,y)|xy —3> 0}

3
Sabemos que xy > 3 entonces y >—, como x no puede tomar valor de cero

Grdfica 6.3
v 1 El dominioesxy —3 >0
T y < 3, Ssix <0
ol Entonces 3
y > oy six>0
S
b El rango de la funcion tiende a oo cuando los puntos
E\_ (x,y) son positivos; por lo contrario, cuando son
% negativos, la funcion tienda a —o

d) Encontrar el dominio y el rango de la funcion, f(x,y) = /4 — x? — 4y?
Nuevamente, la funcion tomara valores que tienen sentido cuando se cumpla que
4 — x% — 4y? > 0, entonces:

Dr = {(x,y)|4—x*—4y* >0}

El grafico de esta funcién es una elipse. Para determinar este plano, obtenemos la grafica
con la siguiente funcién modificada 4 > x? + 4y?2. Debemos notar que los puntos sobre
esta funcidn, si pertenecen al dominio. El dominio son los puntos interiores a la elipse,
incluidos los valores que estan en la funcidn. Es decir,

Grdfica 6.4

1/4 =
Finalmente obtenemos, al dividir cada elemento de la
funcién entre 4.

Df—{(xyn = yT 1}

Que es la ecuaciéon de una elipse, los ejes miden 2y 1
unidades respectivamente?.

x2 yZ
Df—{(xy)|4>x + 4y? —>4>—+ 4}

2 2
.2 . X . ..
1 Recordemos que la ecuacidn de una elipse es, s + % =1, a es la longitud del semieje mayor y b la del
semieje menor.
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El rango de la funcién

{zlz =4—-x?>—-4y?2<2, (x,y)€ Df}

Los valores que la variable z puede tomar son mayores o iguales a cero, el rango es,
Rr={z10<z<2, (x,y) €Dy}

e) Una organizaciéon de productores rurales vende 2 productos artesanales a 25 y 14
pesos respectivamente. Los ingresos por las ventas de estos productos que
denotaremos, x e y estan dados por la funcién.

f(x,y) = 25x + 14y

Determine e interprete los valores que pueden tomar cada una de las variables de
interés.

Solucidn, consideremos una tercera variable, z que son los ingresos por las ventas. De
esta manera entonces,
z=f(x,y) = 25x + 14y

El dominio de esta funcidn es el conjunto de valores de x,y talque, x >0,y >0

Si bien, las variables en términos matematicos pueden tomar valores negativos, estos
no tendrian ningun sentido en términos econdmicos. El rango, o imagen, también
solamente toma valores de z >= 0.

Ejercicios. Determine y dibuje la grdfica del dominio de las funciones siguientes. Determine
si los siguientes puntos pertenecen al dominio. (£(0,2), f(1,—-1) y f(1,2)

a) z=f(xy) =J4—-x2—y?

b) f(x,y) =In(xy+5)

¢) flry) =22

x+y?

d) flx,y) =2

x%+y%-4

e) flx,y)=J@—x2—y)(x*+y2—1)
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6.1.2 Grdfica de una funcion bivariada

Representar graficamente una funcidn de varias variables solo es posible para funciones de
R?% en R. La funcién f:(x,y) = f(x,y) se representa en un espacio de tres dimensiones
por la ecuacién z = f(x,y). Dibujar estas funciones “a mano” no es simple, pero podemos
facilitar su trazo para algunos tipos de funciones?.

Grdfica 6.5 Funcion bivariada
Un punto en el espacio tridimensional de R3, se
e v representa por una terna ordenada de numeros
pd v . .
L (X0, Yo, Zo)- Los tres ejes coordenados, determinan los
- AKX Yor Zo)
tres planos de coordenadas, XZ para cuando y =0,
' XY siz =0y YZ para las ternas que se forman con un

valorde x = 0.

! z

Xa

e Estos tres planos se cruzan en el punto (0,0,0) vy
dividen el espacio de tres dimensiones en ocho partes
(2™*donde n es la dimension del espacio).

UNESNRRR——— &

x ¥,

Grdfica 6.6 Recta en un plano tridimensional

F4
Plano Y2 Para dibujar una recta en el plano tridimensional,
F 8 por ejemplo, la recta que une los puntos A(10, 3,5)
Plano X2 y B(3,6,12) se ve asi en el plano.
/ Las rectas CD y EF son proyecciones de la recta AB
e/ af sobre los planos XY y XZ respectivamente. La
D ¥ primera une los puntos €(10,3,0) y D(3,6,0) y la
P - plamo XY segunda E(10,0,5) y F(3,0,12).
C

Curva de nivel

Una manera de visualizar una funcidn de dos variables y de particular interés en la
Economia son las llamadas curvas de nivel. Estas se caracterizan porque en el contorno de
la curva el valor de f(x,y) es constante. Para trazar una curva de nivel se toma un valor
fijo de la variable dependiente y se calculan las diferentes combinaciones de las dos

2 Existen una gran variedad de programas de computadora que nos permiten obtener graficos de funciones
complejas con una gran calidad, como; MAPLE, MATHCAD, MATHEMATICA, Scientific Workplace, etc.
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variables independientes que producen el valor fijo de la variable dependiente; es decir se
dan cortes horizontales a la grafica y a partir de estos cortes se construye la gréfica.

Si tenemos la funcién z = f(x,y) = 1 — x% — y?, para encontrar su representacion grafica
por medio de curvas de nivel, podemos separar la funcion de esta manera

x2+y?=1-z
Es la ecuacidon de una circunferencia® en donde =z puede tomar cualquier valor
comprendido entre (—oo, 1], no tendria sentido un valor de z > 1. De esta manera habria

una familia de circunferencias con centro en el origen y radio r = (1 — z). Asi,

Grdfica 6.7 curvas de nivel

Radio r Curva de nivel tipo de curva

r=20 {(x,y ER%,x2+y2=0} |Es el punto
(0,0)

r=1 {(x,y € R%x? +y? =1} | Circunferencia
de radio r=1

r=2 {(x,y € R%;x? + y2 =4} | Circunferencia
de radio r=2

r=3 {(x,y € R%;x? + y2 =9} | Circunferencia
de radio r=3

r=4 {(x,y € R%; x* + y* = 16} | Circunferencia
de radio r=4

Grdfica 6.8 Grdfica de curvas de nivel en tres dimensiones

Curvas de nivel

Otra forma de encontrar la grafica de una funcion bivariada es la siguiente. Consideremos
la siguiente funcién.

3 La ecuacion general de una circunferencia es (x — h)? + (y — k)% = r?, donde el punto (h, k) es el centro
de la circunferencia y r el radio.
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flx,y) =16 — 4x% — y?

Para realizar el trazo de esta funcidn, empezamos por fijar el valor de una de las variables,
por ejemplo y = 0, de esta manera la funcién que nos queda es,

z=f(x,y) =16 —4x>—-0
Z =16 — 4x?
Tenemos una ahora una funcién de dos variables, que corresponde a la de una parabola
que abre hacia abajo construimos para su grafico la siguiente tabla.

X 16 — 4x?

0 16

5 15

1 12
1.5 7 X
2 0

y 16 — y? :
0 16

1 15

2 12 B

3 7

4 0

Esta ultima grafica representa solamente un trazo de la
funcién, podemos repetir trazos para diferentes valores de
x y de y, al final tendriamos una grafica como la siguiente,

z
A

279

Facultad de economia Matematicas |



Notas de clase R. Urban

Para aplicaciones econdmicas, las curvas de nivel son de gran utilidad, por las diferentes
formas que toma en la Economia.

e Curvas de indiferencia o de preferencia. Se definen cuando la funcidn bajo
consideracion representa conjuntos de bienes para los que la satisfaccion del
consumidor es la misma en todos los puntos. Recordemos que la funcién de
utilidad es una forma de representar las preferencias del consumidor.

e |socuantas. En estas la funcidn en cuestion es la funcion de produccidn. Representa
diferentes combinaciones de factores, como podrian ser el trabajo y el capital, que
proporcionan en cualquier punto de la curva un mismo nivel de produccién.

e Curvas de isocoste. Si la funcion de interés es el costo, esta funcién nos expresa las
diferentes combinaciones de factores de produccién, por ejemplo, de capital y de
trabajo, que se pueden adquirir con el mismo gasto total. Las lineas de isocostes
son rectas, afirmandose con esto que la empresa no tiene control sobre los precios
de los insumos, aunque los precios sean iguales, no importa cuantas unidades se
compren.

Funciones de produccion

Las funciones de produccién son un caso muy claro de funciones de varias variables.
Sabemos que la funcién de produccion es una relacidon que asocia la cantidad producida de
diferentes elementos, o factores, necesarios para la produccién. Se distinguen dos factores
de produccion, las cantidades empleadas de capital (K) y el trabajo (L). El capital incluye
todos los bienes duraderos (herramientas, maquinas, edificios, etc.) utilizado por el
productor para producir otros bienes. La funcién de produccion de un bien puede
escribirse en forma general Q = f(K, L).

Una funcién de produccién muy usual en Economia es La funcion de produccién llamada
Cobb-Douglas?®. Esta funcién, con un enfoque neoclasico, relaciona funcionalmente a los
insumos de capital y trabajo necesarios para producir de la manera mas eficiente posible
una determinada cantidad de un bien:

Y =F(K,L) = AK*LF; o«,8>0; K,L>0, A>0

4 Es una de las funciones mas usadas en la economia por sus propiedades. La funcién de produccion presenta
rendimientos constantes a escala. Es decir, si el capital y el trabajo se incrementan en la misma proporcion, la
produccion también aumenta en esa proporcion.
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K y L representan las cantidades de capital y trabajo respectivamente, a y B son las
elasticidades producto del capital y del trabajo y A es un indicador de escala de la
productividad total de los factores (progreso tecnolégico, exdgeno).

Los tres valores son constantes que dependen de la tecnologia disponible. L a variable ‘Y’
es la cantidad mdaxima del bien que se puede producir dados los insumos utilizados de
capital y trabajo. La funcién es homogenea, Ip podemos probar,

Y = F(tK, tL) = A(tK)*(tL)? = t**BAK*LP = t**PF(K, L)

Lo que demuestra que es una funcion homogénea de grado a + . Ademads, se cumple que
cuando,

a+ f =1 tenemos rendimientos de escala constantes
a + B < 1tenemos rendimientos de escala decrecientes
a+f >1 tenemosrendimientos de escala crecientes

La propiedad de rendimientos a escala constantes indica que cuando los insumos cambian,
la produccién cambia en forma proporcional.

Obtendremos rendimientos decrecientes, cuando uno de los factores de produccion
aumenta y los demds permanecen constantes, la productividad cae. Esta es la
productividad marginal.

Supongamos que tenemos la funcién de produccién Y = 1.01K%2°L%7>. La vamos a
analizar utilizando curvas de nivel.

Tomemos un valor fijo de Y = 100 y calculamos todos las combinaciones de K y L que
producen ese resultado. Es decir, podemos escribir la funcidn asi;

100 = 1.01K92510-75

Despejamos el valor de K,
1

100 ]m bion K [ 100 r
= == o bien K = |[——~
1.01L075 1.01L°%/4

Tenemos ahora una funcidn en una variable independiente. Con esta fdrmula encontramos
los valores de K para un conjunto de valores de L, en una representacién grafica,
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K L k
100 96.1
I ISOCUANTA 110 722
120 55.6

5 130 43.74

i 140 35.02
150 28.5

160 19.56

) i . . 180 16.48

- 200 12.01

A esta curva de nivel se le denomina “Curva de Isoproducto” o “Isocuanta”, porque a lo
largo de ella el producto es el mismo, en este caso igual a 100. La isocuanta puede
interpretarse como las combinaciones o técnicas posibles de capital y trabajo para producir
de manera eficiente 100 unidades. ¢Cual de esas combinaciones escogera el productor si
tiene que producir 100 unidades? Eso dependera de los precios relativos del capital y del
trabajo. Si el capital es caro en relacién con la fuerza de trabajo, entonces se usard mas
capital que trabajo que en otra circunstancia en la que el capital sea barato en relaciéon con
el trabajo. En la grafica anterior podemos dibujar numerosas (infinitas) curvas de nivel que
corresponden a la misma funcion, pero para valores de Y diferentes de 100.

La siguiente grafica muestra las curvas Isocuantas a diferentes niveles de produccion.

50T

100 +

50T

I I I |
t t t t
50 100 150 200
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6.2 Derivadas parciales

Para una funcién de dos variables con (x,y) asociados a g(x,y), podemos estudiar la
existencia en cada punto (xg,Y,) de su dominio, la existencia de dos derivadas llamadas
derivadas parciales. Si dejamos una variable fija 'y’ variamos la otra, tendremos una
funcién de una variable ya que las otras seran consideradas como constantes. Es decir,
tendremos una funcion f(x) = g(x,,V,), donde y, es una constante, que para nuestro
caso vale ‘y’. Visto de esta manera, la funcién f es una funcién numérica de una variable
real x si fijamos la variable y a un cierto valor y, y la derivada de esta funcién es, con la
notacion de Leibniz,

of (x0,¥0)
0x

Asi, si f es una funcién de dos variables x y y, la derivada parcial de f con respecto a ‘X’ o
‘v’ estd definida por,

af(xO' yO) li f(xo + h, yO) - f(xo' 3’0)
————=lim
0x h—-0 h

af (x0,¥0) I f(x0,¥0 + h,) — f(x0,¥0)
———~ =lim
ay h—-0 h

Siempre que los limites existan.

, of . . . .
El simbolo o se lee “derivada parcial de f con respecto a x. Otras notaciones cominmente
X

utilizadas son f; o f, y también D, o D,, para referirse a las parciales de f con respecto a
'x"y 'y’ respectivamente.

Las derivadas parciales se calculan con las mismas reglas utilizadas en la evaluacion de las
derivadas para una sola variable. Solo debemos recordar que excepto la variable de
derivacién el resto de las variables deben ser consideradas como constantes.

. of of - .
Ejemplos. Calcule P y 5 para las siguientes funciones.

a) f(x,y) =x3+3xy3+5y?

Seguimos las mismas reglas que para las derivadas de una variable. Primero
d .

calculamos é, recordemos que la variable y se comporta como una constante,

entonces,
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0 5 3 2 0 5 9 3 9 2
5 & 1307 557 = 0= () + 2= Bxy™) + - (5y7)
=3x2+3y3(,;ix(x)+0
= 3x% + 33
0 5 3 2 0 4 9 2
@(x + 3xy +5y)=0+3x@(y)+@(5y)
= 9xy? + 10y

b) f(x,y) = 5=

x%+y?

Ahora aplicamos la regla del cociente,

(o) (2 + 3%) 2 (1) = () e (2 + 30

0x \x? + y2) (x? + y?)?

P +y)y = 2x) Ky +yP-2xPy  y -xy
- (x2 + y2)2 - (x2 + y2)2 - (x2 + y2)2

Para la parcial de f con respecto a y procedemos de manera similar,

0 0
ooy G+ 30 g5 () = () g7 G+ 9)
dy \x2 + y2/ (x? + y2)?
P HyDHx— () 2y)  x®+xy® —2xy* x3 —xy?
- (x2 4+ y2)2 - (x2 4+ y2)2 - (x2 4+ y2)2
o) flxy)=(x*-3y?°
Por la regla de la potencia generalizada.
0 0
(3 202)5 — 3_ 9. 2V4 0 (3 _ a2
ax(x 3y%)” = 5(x" — 3y°) ax(x 3y%)
= 5(x3 — 3y%)*(3x?) = 15x2(x3 — 3y?)*
0 0
_ X3—3 2 5:5x3_3 2\4 X3—3 2
ay( y9) ( ye) ay( y9)
= 5(x® = 3y*)*(=6y) = —30y(x> — 3y?)*

d) g(x,y) =x3+2y?

Nuevamente aplicamos la regla de la potencia generalizada

0 1 1,0
3 2\1/2 — 3 231 3 2
+2 + 2y°)2 + 2
P (x v) Z(x ) P (x ¥°)

1 1 3x?
=—(x>+2y*)72(3x%) =

2 2,/x3 + 2y?
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d 1 1.0
a(aﬁ + 2y2)1/2 = > (3 + 2y%)2 1@(953 + 2y?)
4y

2,/ x3 + 2y?

Para la evaluacién de Las derivadas parciales en un punto (xg, o), se sigue el mimo criterio
que para cualquier funcién. Por ejemplo,

1 3 2 -1
=5 +2y7) 2(4y) =

fx,y) =xy3 —e*, evaluaren £,.(2,1) y f,,(3,—1)

Primero obtenemos las derivadas parciales y al final evaluamos en el punto senalado.

9 (xy® — ™) =3 9 (x) — 9 (&™) = y3 — ye al evaluar tenemos
0x 2.1) 0x dx
d
FP (xy® — &) =1-¢? y la parcial de f con respectoa y
9 eV d 9
v (xy3 — ™) = x5 ) - EP (e®) = 3xy* — xe™” al evaluar tenemos
Y 3-1) x
d
a—(xy3 —e") =9 —3e3
Y 3-1)

a) f(x,y)=e*In (y+3),parax=1yy =3

Aplicamos la regla de la multiplicacidon y después evaluamos,

P d
E (e*In (v + 3)) =(n (y +3)) Ix (e")

(1,3)
= [In (y + 3)]e* al evaluar tenemos
= elln(6) = 2.718(1.791) = 4.87
9 (@In (v +3)) 9 (r+3) == 10
—(e*In (y =e*—(n (y =
ady 1.3) dy y+3
al evaluar tenemos
1
e
=—=10.453
6

Ejercicios.

1. Encontrar los dominios de las siguientes funciones

a. f(x,y)=49—x%+y?
b. f(x,y) =Vx2—9+,9—y2
In(x-2)

c flxy)= \/Tyz
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d. f(x,y) =In(4—x%+y?

2. Obtener la grdfica de las siguientes funciones, utilizando curvas de nivel para los
valores de k que se indican.
a. f(x,y) =x%+ y? paralosvalores de k = 0,1,2,3
b. f(x,y) = 2x*+ y? para los valores de k = 0,1,2,3
c. f(x,y) =x%—y? paralos valores de k = —1,0,1,2,3

d. f(x,y) =49 —x?—y? paralos valores de k = 0,1,2,3

3. Para cada una de las siguientes funciones, obtenga sus derivadas parciales.

a. f(x,y) = 27362 — 5x2y3

b. f(x,y)=(x?—4y31

¢ fy)=x*+xy’-y* f=Q-7yf,=0GB-1
d. f(x,y)=e*"

e. f(x,y)=In(x+3y)

foogxy)=x*iny

g. flx,y)=e"”’

h. f(x,y,z) = ﬁ

4. Sea f(x,y,z) = x%eV y2+z? calcular para £,(1,0,1) y fy(5,2,3)
5 Sea f(x,y) =x%e**Iny
6. Sea f(x,y) = (x —Iny)e™

7. flx )=Edemostrarque x 2+ i=5f(x )
’ 24 x+y ax yay 24

6.2.1 Interpretacion geométrica de las derivadas parciales.

La interpretacidon geométrica de las derivadas parciales es analoga a la de las funciones de
una variable. Si tenemos la funcién f(x,y), su representacion grafica en un espacio R3. Si
se mantiene, digamos y = y, entonces f(x, y,) es la ecuacion de la grafica de esta funcidn
y el plano y = y,. En este plano f(x,y,) se puede calcular la recta tangente en cualquier
punto Py(xy,Yo,Zo).- Para encontrar la pendiente en un punto de un plano y = y,,
obtenemos la derivada parcial de la funcion con respecto a x. De manera andloga para
encontrar la pendiente en un punto del plano x = x,, obtenemos la derivada parcial de la
funcidn con respecto a y.
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Grdfica 6.6 Interpretacion geométrica de las derivadas parciales

h
h A
T Pixsix ) P (% ol Y50

6.2.2 Derivadas parciales y tasa de cambio.

af (x,y)

La derivada parcial mide la tasa de variacion de la funcidn cuando x cambia. En

otras palabras, si la variable y permanece constante e incrementamos x en una unidad, se

) . ) of (x,
produce un cambio en la funcién f(x,y) que es aproximadamente igual a M Algo
I . , L ofxy) .
similar ocurre cuando la variable que varia es y, la tasa de variacién es T Asi, las

derivadas parciales pueden emplearse para aproximar los cambios de valor de la variable
dependiente si se produce un cambio en una de las variables independientes.

Supongamos que, para una empresa, durante un periodo de tiempo, la funcién de
produccién es f(x,y) = 56x3/4y'/4 donde x son las unidades que requieren de mano de
obra, ademas 7y representa las unidades de capital que son necesarios para producir un
cierto numero de articulos.

of (x, af (x,
a) Determinar las derivadas parciales, fxy) y fxy)

dy
of Odf _ _
b) Evaluar Pyl 3y cuandox =81,y =16
c) Interpretar los resultados
Solucion,
1
af(xy) _ 3\ —1/4,1/4 _ 4o ¥t _ AT
a) ax 56 (4))6 y = 42 xl/4 42 (x)
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3

Uy) _ 56 (l) x3/4y=3/% = 14x3/4 =14 (f)Z
4 y

dy y3/4
af(81,16) _ .. (16)/*
b) e = 4 GO 28
af(81,16) 14(81)3/4 _ 189
ay T @63/t 4

af (x,y)

c) La productividad marginal de la mano de obra aumenta en 28 unidades

de produccidn; si el capital se mantiene constante en 16 y se incrementa el
trabajo en una unidad. Por otro lado, la productividad marginal del capital
of (x.)
dy
constante y el capital aumenta en una unidad. Estas productividades marginales

189 . . . .
aumenta en v unidades de produccidn, cuando el trabajo se mantiene

. - . of of . . . . .
son siempre positivas; sin embargo, EW. E disminuyen si el capital o el trabajo

respectivamente aumentan.

6.2.2.1 Costo marginal.

Una funcidn de costo conjunto es aquella en la que se concentran los costos totales de
produccién de dos o mds articulos similares, que se fabrican en conjunto, y que pueden
diferir en su presentacion final, su sabor, aroma, o algo que los haga distintos al
consumidor, pero que su proceso de produccidn sea basicamente el mismo.

Si la funcion de costo conjunto de producir las cantidades x y y de dos satisfactores esta
determinada por:

C(x,y)

Las derivadas parciales de C son las funciones de Costo Marginal.

ac .
3 & el costo marginal con respecto a x
X

Z—; es el costo marginal con respecto a y
De esta manera, el costo marginal con respecto a x, proporciona informacién sobre los
incrementos en los costos totales de produccidon cuando se altera la fabricacion del articulo
X, en una unidad, mientras la produccidn de y se mantiene constante. De manera similar,
el costo marginal con respecto a y, representa los incrementos en el costo total cuando
aumentamos la produccion del articulo y, manteniendo la fabricacién de x constante.
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Ejemplo. Un fabricante produce 3 unidades de un articulo x y 6 unidades de un articulo y.
Los costos de produccion son, acuerdo a la funciéon C(x,y) = 15 + 2x% + xy + 5y2. Si se
desea incrementar la produccion total a 10 unidades, écudl es la opcidn mds conveniente,
incrementar la fabricacién de x o de y?

La primera opcidn seria incrementar la produccion del articulo x de 3 a 4 y mantener y
constante en 6 articulos. La segunda seria incrementar las unidades de y de 6 a 7
manteniendo a x constante en 3 unidades. La mejor eleccién debera ser aquella que nos
ofrezca los costos mas bajos. Los costos marginales de cada producto:

ac ac
a:4x+y parax =3,y =6 a=18
ac ac
a=x+10yparax=3,y=6 a=63

Esto significa que incrementar la produccién del producto x, en una unidad, manteniendo a
y constante, incrementa los costos totales en $18, mientras que aumentar la produccion
del producto y, en una unidad, conservando a x constante, incrementa los costos totales
en $63. Asi, aumentar la produccidn del articulo x es la mejor seleccién.

Ejemplo. Un granjero puede producir f(x,y) = 200,/6x? + y? unidades de huevo con x
unidades de trabajo y y unidades de capital.

a. Calcular las productividades marginales de trabajo y de capital cuando x = 10y y = 5.
b. Utilice el resultado anterior para determinar el efecto en produccién de una reduccién
a 9% unidades de trabajo y 5 unidades de capital.

Solucion:

(a) Las derivadas parciales son,

f _ o0 (1> (652 + y?)-12(122)| 1200x 1200010) _
ao= Sjex= Yy X)l105) = FT/—/m— = =
0x 2 vexz+y?l o V625
of 1 200y 200(5)
== 200(3) 687 + ¥V @0y = | = = 40
dy 2 J6x2 + y2 o) V625

La productividad marginal del trabajo=480, del capital = 40,

(b) El efecto de una reduccion en la produccion,

£(10,5) — £(9.5,5) = 2004/6(10)2 + 52 — 200+/6(9.5)2 + 52 = 5000 — 4760 = 240

240 menos unidades producidas
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Paralelamente, si la cantidad z de un cierto producto se obtiene utilizando las cantidades x
y y, respectivamente, de dos factores de produccién, la funcién de produccién z = f(x,y)
proporciona la cantidad de producto final z cuando se usan simultdneamente las
cantidades x y y de insumos.

Las derivadas parciales del producto final z con respecto a las cantidades x y y de insumos,
representan las productividades marginales de cada material.

0z
e Productividad Marginal del insumo x
0z
@ = Productividad Marginal del insumo y

La productividad marginal serd, entonces, el incremento que sufre la cantidad de producto
terminado, por cada unidad de insumo que se agregue a la mezcla, manteniendo a los
demas insumos constantes. Es la capacidad que tiene el insumo de incrementar el
producto terminado z.

Supongamos que la cantidad z de un articulo se produce mezclando las cantidades x y y de
materiales. Tal produccién se calcula mediante la ecuacidn

3/4.,1/4

z = 4x>'%y

oz _ 3y/*
Ox  xl/4
az  x3/*
ay ~ y3

representa la productividad marginal del insumo x

representa la productividad marginal del insumo y

Cantidades precisas de insumo, dan mayor significado a la productividad. Por ejemplo, la
funcién de produccién de un articulo se determina por la ecuacién.

z(x,y) = 4xy + 3x? — 2y% + 200

Se mezclan 3 unidades del insumo x con 5 de y. Si sustituimos estas cantidades de insumo
en z, obtendremos z = 237, que es la cantidad total de producto con esta mezcla. Pero si
sustituimos estas mismas cantidades en las productividades marginales,

Asi tendremos que

a —
ax

4y + 6x, parax=3,y=5y;—x=38,

290

Facultad de economia Matematicas |



Notas de clase R. Urban

Que es el valor que incrementa la produccién de z cuando agregamos una unidad mas del
ingrediente x a la mezcla.

De igual manera, la productividad marginal del producto y;

:—y=4x—4y, parax =3,y = 5,esiguala —8

Este resultado indica una reduccién de 8 unidades en el producto z, cuando agregamos
una unidad adicional del insumo y.

Las productividades negativas se interpretan como reducciones en la produccion total por
habernos excedido en el insumo: demasiada agua, demasiado fertilizante, demasiados
obreros en una sola linea de produccidn tienden a perjudicar la producciéon en lugar de
beneficiarla.
Ejercicios. Encontrar los costos marginales para las siguientes funciones de costo conjunto:

1. C(x,y) = x*(y + 10)

2. COoy)=(x+2y)%+ (xy) /2 +5

3. C(,y)=x3+2y?—xy+20

4. C(x,y) =x*y*—-3xy+y+8

6.2.2.2 Funciones de demanda

Si se consideran dos bienes relacionados para los cuales las cantidades demandadas son g4
Y qg, siendo p, y pg los respectivos precios, entonces las funciones de demanda pueden
representarse por las funciones

qa = fa@avs) ¥ 4q8 = f5(Pa Ps)

Suponiendo que las cantidades demandadas, q4 y g5, dependen solamente de los precios,
D4 Y Pg, de los articulos. Si estas funciones son continuas, podran ser representadas como
una superficie denominada superficie de demanda®.

5> Una superficie de demanda para dos articulos es una representacion entres dimensiopnes, que muestra la
variaciéon de la demanda de dos articulos en funcién de sus precios.
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Una funciéon de demanda proporciona informacion sobre el comportamiento de las ventas
de un articulo dependiendo de su precio unitario. Si bien en algunos casos de demanda, las
ventas varian en funcién de su propio precio, de manera que sus incrementos o
disminuciones, son provocados sélo por cambios en los precios unitarios. En la practica, no
siempre pasa esto. A pesar de que el precio de un articulo no cambie, su demanda puede
variar; debido a la influencia que tiene sobre el articulo, el precio de otro con el cual se
relaciona.

Dos articulos en el mercado pueden ser competitivos o sustitutos, cuando sirven para
satisfacer la misma necesidad. Los bienes sustituibles son intercambiables. El ejemplo mas
comun es el de los medios de transporte, un estudiante para ir a su escuela podra elegir
entre el autobus o el metro; otro ejemplo serian las bebidas como café y té, aunque en
este caso las necesidades que se buscan satisfacer no son exactamente las mismas.

Si hablamos de una economia de solo dos bienes, aun asi, serian sustituibles; es decir, si el
consumo del producto A disminuye, el del producto B aumentara.

Por ejemplo, los sistemas de transporte; un aumento en el precio del automdévil nos induce
a utilizar el transporte colectivo.

Por otro lado, dos o mas articulos son complementarios cuando se requieren de todos para
satisfacer una necesidad. Un ejemplo muy comun son los autos y la gasolina, uno no
funciona sin el otro. Si el precio del auto aumenta, la demanda de gasolina disminuye y al
contrario; si el precio de los autos disminuye, la demanda de gasolina aumenta.

Para caracterizar la relacién que guardan dos o mas articulos, se utilizan sus funciones de
demanda y de la teoria marginal para que, para que a partir de las derivadas parciales se
determine el tipo de relacién que guardan.

La demanda de un bien 4; q4 = fa(p4, Pg), depende no sélo de su precio p,, sino también
se ve influenciada por precio de otro bien B pg. De igual forma, para la funcion de
demanda qg = fz(p4, ps), ademas de depender de su propio precio pg, también los
cambios en el precio p4, influyen sobre ella.

Para estas dos funciones de demanda, q4 = f4(p4,Ps) Y 95 = f5(P4, P5), tenemos cuatro
derivadas parciales de primer orden, que son relaciones de demanda marginal

0q4

o Mide el comportamiento del producto A, por incremento unitario en su
A

precio p,4, mientras que el precio del producto B permanece constante.
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Z%‘; Mide el aumento en la demanda del producto A, por incremento unitario en
el precio del producto B; vy el precio de A permanece constante

Zﬁ Mide el comportamiento del producto B, por incremento unitario en su
precio pg; Yy el precio del producto A es constante

Z%j Mide el aumento en la demanda del producto B, por incremento unitario en

el precio del producto A, py4;y el precio del producto B es constante.

De esta manera, si el precio del producto B permanece constante, en la mayoria de los
casos, un incremento en el precio del articulo A provoca una disminucidon en la demanda
de A (q4). En otras palabras,

0
ﬂ<0

0P

Igualmente, si el precio de A es constante,

945

<0
ops

Estos dos resultados o derivadas, no nos dan informacién sobre la naturaleza de la relacién
entre los dos articulos.

En una relacién competitiva, el incremento en el precio p,4 del articulo A, provoca un
incremento en la demanda del articulo B, ya que se deja de consumir A, por ejemplo; los
zapatos, ropa. Por otro lado, en la relacién complementaria, la disminucién en el consumo
del articulo A, también provoca que el consumo de B también baje, ya que satisfacen
juntos una misma necesidad, son productos cuya demanda aumenta o disminuye
simultdneamente; por ejemplo, autos y gasolina, bebidas embotelladas y azucar.

Las ecuaciones de demanda marginal que nos dan informacién para poder identificar la
forma como se relacionan los articulos son,

o 0
Opg 0P

Los signos de estas demandas marginales nos indicaran el tipo de relacién que guardan los
articulos.
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. d a . , s )
e SiZds y 298 - 0 son positivas, los articulos son competitivos o sustitutos.

opp opa
. an an . , .
o Sj Fo <0y E < 0 son negativas, los articulos son complementarios.
B A

e Silos signos de las demandas marginales no son iguales, los articulos no estén
relacionados.

Ejemplos.

a) Suponer que p, es el precio del articulo A y pg el precio del articulo B, y que las
ecuaciones de demanda para ambos articulos se determinan por:

qa = 13 = 5py + 2pp , qg = 15 + py — 3pp
Encontrar la naturaleza de la relacion entre los articulos “A” y “B”.
Calculamos las correspondientes derivadas parciales;
09, dqp
— =2y —=
0ps N

Como ambas derivadas son positivas, concluimos que los articulos son competitivos.
Los valores numéricos representan la magnitud del incremento en los articulos
demandados por cada aumento en el precio.

1

b) Silas ecuaciones de demanda fueran:

qa= 20 — 2py — P , Qg = 9 — Pa — 2pp
994 _ 995 _
0pp opa

Ambas derivadas son negativas, por lo que los articulos son complementarios.
c) Las demandas de dos productos son,

-1

qa =300+ 5p5 —7ps®> ¥ qp =250+ 2p, — 9pp
éLos productos son competitivos o complementarios?

Solucidn, las derivadas parciales de los productos que requerimos son,

0qa 0qp
—— =95 y —=
ops 0pa

Las parciales son positivas, los productos son competitivos.

2
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Ejercicios. Para las siguientes funciones de demanda, encontrar la naturaleza de la relacion
entre los articulos x y y (p es el precio de x y q es el precio de y).

1) x=20—6p—4q, y=12—-8p —6q

2) x=10—8p+2q, y=4—-3p—2¢q

3) x=8-5p+3q, y=7+p-—>5q

_w' o _ 54
4) x—zqs, y—2p4
6 14
5) x=—5, Y=o
6)x=15—2p+q
y=16+p—q
7) x=5—-2p+gq
y=8-12p—3q

2
8)x:p/qi y:p/q
9) x = 4/pqz; y= 16/pqz

Obtener las productividades marginales para cada una de las siguientes funciones de
produccion:

10) z=25--2

x vy
11) z=80+4(x — 5)% + 2(y — 4)?
12) z = 5xy — 2x? — 2y?

13) z = 6x /2y'/2 — 24y + x% + 492 4 50

Respuestas

1) X = -4, V=g complementarios  2) X = 2, %Y = 3 sin relacién

aq ap daq ap
. a 2 a .
3) X = 3, V=1 competitivos 4) = = —27—1'; 2= _10_5q complementarios
aq op dq 2q ap p
ax 12 dy 28 . ox oy .
5)—=— — = — competitivos 6) 2=1, 2 =1 competitivos
)aq pq3 Y ap  p3q P ) oq ap P
. iy a - d . .
7) X - 1, Y =_2 sin relacién 8) == —f y 9 — 2P <in relacién
oq op 99 q op q
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oX_ -8 o0y_ —16 . ve _ 1V
9) ¥ = , A= complementarios 10) —=—,
¥ o B prat DTy
(32 0z az 0z
11) ——=8(x-5), “=4(y-4) 12) —=5y-4x, “2=5x-4y
) oy 0X oy

12

0z 3y1/2 3 X
13) ==Y , 2= + 8y -24
) ox x1/2 + 2x ay y1/2 Y

6.2.2.3 Elasticidad de la demanda

La elasticidad de la demanda o elasticidad precio de la demanda de un bien, es util para
medir la variacién de la demanda de un producto a un cambio en su precio. La demanda
no solo cambia si su precio se modifica, también se altera si los precios de productos
complementarios o sustitutos relacionados con este bien cambian. Para que la oferta y la
demanda sean de utilidad, es necesario conocer la medida en que alguna de ellas cambia
cuando se modifica el precio.

Supongamos dos articulos, A y B. Para medir la variacion de la cantidad demandada de un
articulo ante las variaciones de los precios de los bienes relacionados, utilizamos la
elasticidad de la demanda®, que se define como el cambio porcentual en la demanda,
dividida por el cambio porcentual en el precio.

094
/op, _Pa 04
qA/pA da apA

npA

Donde n,,, Es la razon del cambio porcentual de la demanda de A al cambio porcentual en
el precio de A cuando se fija el precio de B. Esta relacidn, precio y cantidad, es siempre
negativa por eso se mide en valor absoluto.

. . . Demanda
a) |npA| > 1 La demanda es elastica, cambio en el precio elistica
del bien produce un cambio inverso en la demanda. Si el ::: ______ e
precio crece la demanda baja. Si la elasticidad es alta, los i :
cambios en precio producen un cambio importante o !
grande en la demanda. Este tipo de elasticidad es comun ' o

en los articulos suntuarios, como auto, perfumes, etc.

6 por definicion, la elasticidad precio de la demanda de un bien mide la reaccidon de la demanda de este
producto cuando su precio cambia.
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b) |npA| < 1 La demanda es ineldstica, cambios en el p 4 Damands
precio no modifican significativamente la demanda. Si p, |...... inelistica
el precio de un articulo, por ejemplo, la insulina

aumenta, no reduce su consumo porque es un & :
producto necesario. En general ocurre en los articulos . |
de primera necesidad, como pan, tortilla, etc. — >
J: 9, Q
¢)|[ny,| = 1 Elasticidad unitaria. La cantidad demandada
varia en la misma proporcion que el precio del bien. Elasticidad
Un producto puede varias en un 5% su demanda cae . unitaria
o I

en la misma proporcion.

Q: Q
Cuanto mas horizontal sea la curva de demanda, mayor es la elasticidad de la demanda. Si
la linea de demanda tiende a ser vertical, la elasticidad de la demanda sera inelastica.

Elasticidad cruzada de la demanda

La elasticidad cruzada de la demanda permite conocer en qué medida la variacion del
precio de un bien afecta la demanda de otro bien. Si el precio aumenta, el consumidor
tenderd a reducir su consumo del bien o su remplazo por un bien similar. Nos ayuda a
entender si dos bienes son sustitutos o complementarios. Por ejemplo, para dos productos
como manzanas y naranjas, cuando el precio de las manzanas aumenta, el consumidor
quiza prefiera consumir naranja si el precio es mas barato.

Este efecto se puede enunciar de la siguiente manera; la elasticidad cruzada de la
demanda de un bien A en relacién con el precio de un bien B, es igual a la relacién entre el

cambio porcentual de la cantidad demandada del bien A y el cambio porcentual en el
precio del bien B. Es decir,

044
o Topy _ps O
PEdaf, 44 Ops

Donde 7),,,, es la Elasticidad cruzada de la demanda o elasticidad precio cruzada de la

demanda del bien A con respecto a al precio pg. De esta manera, Npg mide la respuesta
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de la demanda del producto A al cambio en el precio de B, cuando el precio de A se
mantiene sin cambio.

La elasticidad cruzada de la demanda n,,,, puede ser positiva o negativa o cero.

a) Si mp,es positiva, la cantidad demandada del bien A aumenta cuando se
incrementa el precio de B, pg. En este caso los bienes son competitivos o
sustitutos.

b) Si Nps < 0 los bienes son complementarios; es decir, una variacion en el precio del
bien B provoca una variacion inversa en la demanda de A.

c¢) Cuando n,, = 0 indica que una variacién en el precio de B no tiene efecto en la
demanda de A. En este caso, los bienes son independientes. El consumidor no
puede remplazar el consumo de X con B.

De manera similar, para calcular la elasticidad cruzada de la demanda del bien B con
respecto a al precio py.

_Pa 0

Toa = E 0pa

Mpa mide la respuesta de la demanda del producto B al cambio en el precio de A, cuando
el precio de B se mantiene sin cambio.

Ejemplo.

a) Una empresa artesanal fabrica un tipo de dulce que tiene como funcién de demanda
qa = 15+ 0.4pg% — 3p,3. Donde p, es el precio de dulce que fabrica la empresay pg
es el precio de un dulce equivalente de la competencia.

Cuales son las elasticidades n,, ¥ 1, si los precios de los productos son py =3y
P = 35

Partimos de las derivadas parciales,

044 0qa
—~ =_-9p,? —=10.8
o Pa” Yy D5 PB
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Asi, cuandop, =3y pg =35

044
— =-9(3)? =-81 — =128
0P Y

La demanda a este nivel de precio es, g, = 15 + 0.4(35)? — 3(3)3 = 424

_ P dq4 _ 35(28)
Tos = 0 Opy 424

= 2.311

pa 0qsa 3(—81)
= Pa s _ ~ —0.57
Toa = ap, = 424 0.57 y

Estas elasticidades nos indican que un incremento de 1% en el precio de la competencia
produce un aumento en la demanda del 2.311% del dulce que fabrica la empresa
artesanal; por otro lado, un incremento del 1% del precio del dulce de la empresa
provocara una caida del 0.57% en su demanda.

6.2.2.4 Derivadas de segundo orden.

Las derivadas de primer orden de una funcién z = f (x4, x5, X3, ... X, ), tienen una derivada
de primer orden con respecto a x,,.

o o o O

dx,’ dox,’ ox3 dx,,

Estas derivadas primeras, pueden a su vez volver a derivarse, se llaman derivadas parciales
de segundo orden y asi sucesivamente lo que define las derivadas parciales de orden
superior, con respecto a la variable x;.

92 f 92 f 9%f

ox?’ 0x,0x,”  0x.0x3

De la misma manera, las derivadas parciales con respecto a la variable x,
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0% f 0% f 0%f
ox2’ 0x,0x, 0x,0x3 """

Mas especificamente, para una funcién de dos variables f(x,y) las derivadas parciales
segundas serian las 4 cuatro siguientes,

0°%f 9 3 9°f

ax2’ 9y’ oxdy’  0Oydx

0%f 0°f
0xdy’ 0yox

Las derivadas se les conoce como derivadas parciales mixtas o derivadas

cruzadas.

Ejemplo. Obtener las derivadas parciales de segundo orden y sus derivadas mixtas de la
funcién. f(x,y) = 2x3 + 3xy? — 4y*

Solucion. % = 6x2 + 3y? a%;;y) = 6xy — 16y3
’f(xy) 0%f(x,y) _
— =6y — . =6y
dxady dyox

Teorema de Schwartz’.

Sea f(x,y) una funcién en el espacio real R? en R.Si,

02f 9
oxdy’ 0yox

Existen y son continuas, se puede demostrar que,

0% f B 0% f
dxdy  0yodx

Ejemplo,

Dada la siguiente funcién. z = f(x,y) = 8x3 — 4xy? — 10y3, encontrar las derivadas
segundas parciales y las mixtas.

7 También se lo conoce como teorema de Clairaut. Laurent Schwarts fue un matematico francés, nacido en
Paris, 5 de marzo de 1915, su aporte mas conocido es sobre la teoria de las distribuciones, Recibié la medalla
Fields en 1950. Referencia http://es.wikipedia.org/wiki/Laurent_Schwartz
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of . 5 ., *f
a—24x —4y“; axdy —8y
of o*f

— = —8xy — 30y?; =-8
dy Xy Y dydx Y

Las derivadas parciales mixtas son iguales

Ejercicios. Encontrar las derivadas parciales de las siguientes funciones,

a) f(x,y)=2x3+x3y? —3y*
x4-y2
b) fCoy) =1

o) f(x,y) =5xy*+3e% [, =15x%y? fi, = 30xy?; f, = 10x3y + 93
fyy = 10x3 + 27e37; f,., = 30x2y; f,, = 30x%y

d) flxy) =22

2x+2y

&) flxy) = (3 +y2):

Funciones compuestas y Regla de la cadena.

En el capitulo IV, cdlculo en una variable, se presentd la derivacién de funciones
compuestas de una sola variable, por la regla de la cadena,

Si,y=f()y x=g(t)

Donde f y g son funciones continuas y diferenciables, para encontrar su derivada
aplicamos la regla de la cadena.

dy dydx

dy ) .
i f'lg®)g'®) 6 It - dedt

En el caso de varias variables, dada una funcién compuesta z = F(x,y) con derivadas
parciales continuas y las funciones derivables x = f(t), y = g(t), la regla de la cadena
para estas funciones compuestas es,

dz 0zdx 0zdy

Z=f(x(t),y(t)) E_&dt-l_@a
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Es la derivada total de z con respectoa t

Ejercicios,

a) Seaz = f(x,y) =2x*+y?>+xy dondex =5ty y=t>encontrar i
Aplicamos la formula anterior de la regla de la cadena.

dz
P (4x + y)(5) + (2y + x)(3t?) = 20x + 5y + 6yt? + 3xt?

Sustituimos las variables x, y y nos queda,
dz
= 20(5t) + 5t3 + 6t3t2 + 3(5¢)t?2 = 100t + 5t3 + 6t°> + 15t3 =
= 6t5 + 20t3 + 100t

Ca — 1/2,, _ 1/2 _4 _t? du
b) Siu=x+2x"*y —4xy donde x = /3t y y= /3calcular ”

Por la regla de la cadena tenemos

du y 1 4 2x
i AN VA | P /2 _ 27
dt (1 ot )( 3t2) <2x y1/2>(

3t2 1 4
1 2 4 2
N3t 3¢ 5 3\[; 9L

3
_ 4 2 + 16 N 16 16 _ 4 2 4 16
N AN T oL
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4 6 4 2

-t =+ —
3t2 1 3t2 1
3t ENET:

c) Supongamos que los insumos de capital y trabajo de una determinada compaiiia
varian en el tiempo de la siguiente forma,

k(t) =2t? y I(t) =2t+5

Si la funcién de produccién para esta empresa es q(k,1) = kl?. Determinar la
tasa de cambio de la producciéon con el tiempo.

Solucion, la tasa de cambio es,
dq 0qdk+6qdl
dt odkdt adldt

Asi
dq
E = 12(40 + 2kl(2) = 412t + 4kl
dq — 2 2 — 2
Tt 4t(2t +5)* +4(2t*)(2t + 5) = (2t + 5)(16t° + 20t)

d) La demanda de un cierto producto es,

qa =507 °P5 donde P4 Y Pg Son los precios de los productos Ay B.
,Zpi

Si El comportamiento de los precios siguen las siguientes reglas,

pa = 45+ .25t — 0.03t> y pgp =150 +.2t — 0.05t>
Donde t es el tiempo en meses. Determinar la demanda después de un aio.
Solucidn, se tiene que resolver la ecuacién,

dq, _ 04, dpy n 04, dpg
dt Jdp, dt Odpg dt

Entonces,

dq, l 0 ( 1 )l 50 [0
“1 _ 50./3pp |— (—— )| (.25 — 0.06¢) +—[—1/3p ] (2 —0.1¢t)
dt " 9p4 V2p2 V2p2 0pa B
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= 50,/3p5 [a )| (.2 J_[apA(pB)l/z] (2-0.10)
= 50,/3p5 (~3) %G) () 2 (2 - 0.10)

200pA,/3pB> ( 25v3 )
o — (.25 — 0.06¢) + (.2 —0.1¢t)
( (3)V(2p3)32p; V2035

200pA,/3pB) ( 25v3 >

=(- (.25 — 0.06¢t) + (.2 —0.1t)

( (3)(2p3)V2r} V2p/ps

<_ 100./3pp 25V3
(3)PA3§/2_2731 \/z_pA\/E

Para t= 12 meses tenemos

pa =45 +.25(12) — 0.03(12)2 = 43.68 y pp = 150 +.2(12) — 0.05(12)2 = 145.2

>(25 006t)+< )(.2—0.1t)

Sustituimos estos valores

dq

dA_( 1.019)(—0.47) + (0.2299)(—1) = 0.249

Una generalizacidn de la regla de la cadena se da cuando z = f(x,y) y las variables x y y
dependen de otras variables, por ejemplo u y w. En este caso, si las funciones tienen
derivadas parciales continuas la funcion z = f(g(u, w), h(u, w)) y su derivada, de acuerdo
con la regla de la cadena seran igual a las siguientes derivadas parciales.

Siz=f(xy) y x=guww); y=nh(uw)
Entonces tenemos dos derivadas parciales,

dz 0zJdx 0zady 0z 0z0x 0z ay

%=$%+ayau Y ow _ dx ow ayaw

Ejemplos,
0z 0z . 2x+y u?-3uw
a) Encontrar—, —delafuncion z =e x=(uw)=
Ju’ ow 2
= (u,w) = uw + w?
Se aplica la regla de la cadena de acuerdo con su generalizacion,
0z

% — (282x+y) (@) + (er+y)(W) — er+y(2u _ ZW)
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Este resultado lo expresamos en términos de u y w, asi

0z 2(u?-3uw) 2
-~ = 2e 5 +uw+w (u—w) = 2 oW —3uwtuw+w? (u—w)

= 2@ W (y — w)

. . 0z
De la misma manera encontramos la derivada de S

0 -3
= (2e#*Y) (Tu) + () (u+2w) = e (=3u+u + 2w)

ow
= —2e*"Y(u—w)

Expresamos el resultado en términos de u y w,

0z 2(u?-3uw)
5 = 2"z TR w) = —2@ W (y — w)

b) Una empresa manufacturera elabora dos tipos de chocolates, con almendras (q4) y
con nuez (qy), los precios son ps y py respectivamente. La funcidn de costos
correspondiente a estos productos es,

c(qa, qn) = 0.02(qa + qn)® — 0.1(qa + qn)* + 3(q4 + qn) + 300

Y las funciones de demanda

qa = 125 + p5 — 0.1p%;
qy = 130 — 0.1p3 + 2p%

dc p
Por la regla de la cadena calcular o Evaluar este calculoparapy =2ypy =3
A

La regla de la cadena para este ejercicio es,

dc  Oc an_I_ dc dqy
Opa 0qu0ps 0qy Opy

Asi, obtenemos sus derivadas y nos queda

dc
_ap = [0.06(q4 + qn)* — 0.2(q4 + qn) + 3]1(2p,)
A

+[0.06(g4 + qn)* — 0.2(qa + qn) + 31(—=0.2p,)
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Sipa=2ypy =3
qs=125+4-0.9=128.1

gy =130 —-10.1(4) + 2(9) = 147.6

9
% — [4508.5](4) + [4508.5](~0.4) = 16230.6
A

6.2.2.5 Derivacion implicita

Suponga que z es funcion de las variables x y y, dadaimplicitamente a través de
una ecuacion, por ejemplo f(x,y,z) = 0,y se quiere determinar la derivada de z con
respectos a alguna de las dos variables. Muchas veces resulta imposible despejar z en
funcién de las otras dos variables. El método de derivacién implicita no requiere el
despeje de z para calcular las derivadas parciales de z con respecto ax d y.

5}

. z .7 . ;.
Para encontrar la derivada de —~ de una funcién implicita, como z? = 3x%y +y%z =0,

podemos aplicar el siguiente método de solucidn.
1. Sustituimos z en la funcién implicita por z = f(x, y), en el caso de dos variables.
2. Calculamos la derivada con respecto x

3. Recuperamos el valor de z sustituyendo f(x, y) por z

Sustituimos con z = f(x,y),
d
5 F(0y)* =3x%y +y*f(x,y)) = 0
Derivada con respecto a x
0 2_3 9 L2 d _ o
o oY) =3y =Xt +y = f(xy) =

ar" _ n-14r/(x) __.
Recordemos que — = nf(x) — 7 asi

d 0
2f(x,y)af(x,y) — 6xy + yzaf(x,y) =0
6xy

9 d
2f(x,y) +y2)af(x»y) =6xy - af(x,y) T2 ey +y?
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Finalmente se sustituye f(x,y) por z y encontramos la derivada buscada,

dz _ 6xy
ox 2z +y?

Una férmula alternativa para simplificar el proceso de derivacion, con base en la regla de la
cadena, se obtiene de la siguiente manera. Para tres variables la regla nos dice que, si
tenemos una funcion F(x,y,z) =0 y ademds z = f(x,y). Esto significa que
F(x,y,f(x,y)) = 0. Si las funciones F y f son diferenciales, entonces por la regla de la
cadena derivamos con respecto a una de las variables, por ejemplo x tendremos,

6F6x+6F6y+6Faz_
dxdx dyodx 0zox

ox _ ay _

Es claro que P 1y Pyl 0 lo que nos queda,
0F O0F 0z

dx 0z dx

Despejamos la derivada que nos interesa,

oF
02_‘%
o~ ar
dz

Que es la férmula de calculo rapido que nos interesa.

. . . OF OF . .
La funcién f es f(x,y,z) = 0, y las derivadas parciales, =V 3, on simples, en la primera

v,z son consideradas como constante y en la segunda parcial x,y son constantes. De la
misma manera podemos obtener,

oF
0z 0y
o~ OF
0z

Para el ejemplo anterior z2 — 3x2y + y2 = 0. Las derivadas parciales que se requieren
son,
JdF oF

2 =—6 oF _ 3x% 4+ 2
oz P ax M Y - Y

ay
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Sustituimos en las férmulas rdpidas y nos queda,

OF 6xy 3xy

&22 Z

R. Urban

OF 3x* -2y
dy 2z

Ejemplo. Dada la ecuacion e*~2") + xyz = 2x2 — yz,

0z
encontrar —
0xl(x,y,2)=(2,1,1)

Solucion por método general
d d
% (e™*=2Y") + xyz) = o (2x% — yz)
0 d
—(e(x—2¥%)) ; —
0x (e ) + 0x (xyz)

0 0
=% (2x?) — ™ (yz)

i(exe—Zy )_|_ % =4x —y—
0x y[xax+z]—4x Y ox
_zyzi(e") + xy%+yz = 4x —y%
ox ox 0
z 0z

0z
0x

(x,y,2)=(2,1,1) -

Solucién por método alternativo

e* ") 4 xyz —2x2 +yz =0

Facultad de economia

por diferenciacion parcial implicita.

La variable y se considera constante

Separamos y resolvemos cada término

Realizamos la multiplicacién

Agrupamos términos

Finalmente, la solucién es

Evaluamos en el punto (2,1,1)

0
62_—%
ox  of

dz

Obtenemos las derivadas parciales
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0

— (e@2Y") 4 xyz — 2x% + y2)

ox Las variables y, z son constantes
= e(72Y) 4 yz — 4x

0
E(e(x—Zyz) + xyz — 2x* + yz) =xy+y Sustituimos en formula anterior

0z —(e~2") 4 yz — 4x)
ox xy +y

Evaluamos en el punto (2,1,1)

Ejercicios.

d . , ) .y e,
1. Encuentre é por cualquiera de los métodos de diferenciacion parcial implicita donde
xya + z3 = xy? + yx?

2. Dadas las siguientes funciones y si z es una funcion de x y y. Encuentre por
diferenciacion implicita 0z, 0z
p dx y dy

a) yz* +x*y =3y° +5 b) 22+ 2e™7 4 5xy% =5
) 2> +y*z—x*z=1 d) In(x+yz) =1+ xy?z°
e) xy° + 3x%y?z2 + 5x°yz =12 f) xe¥ + ze* = xyz

9) In(xy) + y?z = xz° h) e* 4 ¥ 4 5xy? =1

3. Para las funciones siguientes, encuentre las derivadas parciales que se solicitan en el
punto que se sefiala.

a) yz?> + x>y = x3 + 1 Evaluar cuando Z—i

(x,y,2)=(2,1,3)
0z

b) z* + e*? + xy = —1 Evaluar para .

(x,y,2)=(1,1,2)

0z
c)In(xz) —2yz =3 Evaluar para —
) In(xz) =2y P 0xl(x,y,2)=(1,1,1)
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6.2.2.6 Diferencial total.

Si recordamos que para una funcién de una variable y = f(x), la diferencial® dy se define
como

dy = f'(x)dx

En el caso de varias variables, ya hemos mencionado que las derivadas parciales son tasas
de cambio. Sirven para conocer que tanto cambia una funcién con respecto a pequefios
cambios de su variable.

Si Ax y Ay, son valores pequeiios en un punto (a, b). Un cambio de Ax unidades en la

variable x, produce un cambio en la funcién f(x,y) de [%] Ax unidades y un cambio

en y de Ay unidades, aproximadamente de [%(;’b)] Ay unidades, no nos sorprende que

ambas coordenadas cambien, este cambio es aproximadamente,

En una gréfica podemos representar esta funcién y sus incrementos asi,

Tangente

F(a+Ax,b +Ay) — f(a,b) = [Wl . [afgc;, b)] s

8 Las ecuaciones diferenciales se utilizan para mostrar como una variable cambia con respecto a otra. Por
ejemplo, como cambia el Producto Interno bruto (PIB) en el tiempo.
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La expresion del lado derecho es la diferencial total y depende de los valores de Ax y Ay y
de las derivadas parciales. Si escribimos dx = Axy dy = Ay, que se lee “diferencial de x y
diferencial de y ” tendemos

af af

F(a+ Ax,b + Ay) — f(a,b) =adx+@dy

Y las derivadas parciales son evaluadas para x = a , y = b, si solo tenemos dos variables.

En conclusion, una diferencial es un cambio infinitesimal en una funcion de una o mas
variables, resultante de cambios infinitesimales en todas las variables.

Ejemplo. Una empresa que elabora un tipo de dulce tiene un volumen de ventas de
acuerdo con la siguiente ecuacién.
V(w,p) = 2500 + 50(1 — w)e 2P

Donde w es el gasto en mercadotecnia de la empresa y p el precio unitario del dulce.
Calcular las ventas totales si w = 12 (miles de pesos) y p = 1. A partir de este resultado
estimar las ventas cuando la publicidad aumenta a 12.5 y el precio se reduce $0.90.
Para este caso las ventas totales son de

V(12,1) = 2,500 + 50(1 — 12)e~2 = 2,425.6

La estimacioén de las ventas para v(12.5,0.9), se obtiene a partir de,

av = ov dw + ov d
“oaw ™ TP
v _ 50e 2P v _ 100e~27(1
v v
— = —50e 2 = —6.7668 y — = —100e~2(—11) = 148.87
Wl (wp)=(12,1) 0Pl wpy=(12,1)

dV = —6.76668dw + 148.87dp
Los valores de dw y dp son; dw = 12.5—-12=05ydp =09 —1 = —.1 de esta manera
dV = —6.76668(.5) + 148.87(—0.1) = —18.27
V(12.5,0.9) = v(12,1) — 18.27 = 2425.6 — 18.27 = 2407.3

Las ventas crecen en 2,407.3
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El valor que obtenemos al aplicar directamente en la ecuacién es V(12.5,0.9) = 2,405, la
diferencia, o error, es de 2.3

Ejemplo. La funcion de produccién de una empresa es P(1, k) = 45013/5k?/® donde P es la
produccién que se obtiene cuando se emplean I unidades de mano de obra y k unidades de
capital. Si en un momento dado se ocupan 243 unidades de mano de obra y 32 de capital.

a) Aproxime el efecto en la produccién de incrementar la mano de obra 248 unidades
y disminuir el capital 31 unidades monetaria.
b) Calcular el cambio porcentual en la produccion.

Solucion,

a) Sirepresentamos el cambio en la produccion como dp, y el incremento en la mano
de obray el capital como dl y dk respectivamente tendremos la ecuacion,

dP = anl +apdk
ol ok

Las derivadas parciales,
3 2
dpP = (450 (51—2/5) k2/5) dl + (450 (gk‘3/5) 13/5) dk

k2/5 l3/5

Sitenemos que, [ =243, k=32, dl =248 —-243 =5y dk=31—-32=-1

2/5 3/5

De esta manera la produccion disminuye aproximadamente de 7.5 unidades.

b) El cambio porcentual de la produccién es %P = d?P 100. Entonces,

~7.5 =750
450(243)*/5(32)"/s 48600

%P = = —0.015%

La produccién cae en un 0.015%
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Ejercicios.

1. Una empresa que fabrica embaces de cristal, tiene una funcion de produccion tipo Cobb-
Douglas f(x,y) = 100x%6y%*, donde “x” son las unidades de trabajo y “y” de
produccion. Estimar el cambio en la produccion de embaces si el numero de unidades de
trabajo cambia de 225 a 300 y si el capital se mueve de 450 a 475. Encontrar el cambio
porcentual en la produccion.

2. Si la funcién de produccion fuera Q(k,1) = 120k?/311/3 potellas de vidrio. Estime el
porcentaje en que cambia la produccion diaria si el capital aumenta un 2% y la mano de
obra 3%.

3. En una  empresa  electrénica la  produccion diaria  es P(x,y) =
60x1/3y2/3 unidades, donde x representa la fuerza laboral y y la inversién de capital.
Estimar el porcentaje de cambio en la produccion si el numero de unidades de trabajo
cambia en 3% y el capital en 2%.

4. Las utilidades de una organizacion de productores agricolas que comercializa trigo y
maiz, a un precio de p, y p, respectivamente. Estudios propios establecen una funcion
de produccién B(pi,p;) = 500p; + 1000p, — 10000 — (50pZ + 100p3 — 10p;py).
Cuando p, = 100 y p, = 50 las utilidades de la empresa son de 5200,000. ¢ Cudl seria el
efecto si el precio del maiz se incrementa en una unidad y el del trigo en 0.20?

wsMadximo
S y minimos.

El procedimiento para encontrar maximos y minimos de una funcién de varias variables es
muy similar al caso de funciones de una variable. Para determinar los puntos donde se
alcanza un mdaximo o un minimo en una funcién de una variable y = f(x), partimos de las
derivadas primera y segunda.

Por definicidn, una funcion f tiene un minimo local o relativo en (x,,y,) si el valor de la
funcién en este punto es menor a los valores que toma en los puntos vecinos. Es decir, si
f(x0,v0) < f(x,y) para todo (x,y) en una regidon que contenga a (x,, V). Si nos fijamos
en la grafica de la funcién que tiene un minimo en un punto (x,, y,), vemos que en este
punto el plano tangente es horizontal. La situacion es la misma para el maximo.

Los puntos minimos relativos corresponden geométricamente a los valles o baches vy los
maximos relativos a las crestas. En estos puntos las derivadas parciales son cero. En otras
palabras, son puntos estacionarios. Por lo tanto, para que una funcién f(x,y) tenga un
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mdaximo o un minimo en un punto (Xq,yo), €s necesario que la primera derivada de la
funcion sea,

%y, )

. Madximo relativo

-5

e
s 2 e y)
+ X : Minima relativo
5 5
af (x,¥) —0 af (x,¥) —0
0X  lixov0) 9 oo

Estos puntos mdximos o minimos son llamados valores extremos relativos o locales de la
funcién®. El maximo valor que toma la funcién se conoce como maximo absoluto y el
menor valor es el minimo absoluto.

Los maximos o minimos no son necesariamente los maximos o minimos absolutos de la
funciéon. Mas adelante veremos condiciones necesarias y suficientes para que encontrar
cuando tenemos un punto maximo o minimo absoluto.

Un tercer caso de puntos extremos son los
llamados “puntos silla”, por la similitud de la
grafica con una silla de montar. Un punto silla
tiene minimo desde un lado del eje y maximo en
el otro eje.

% Algunos autores también Ies__IIarhan puntos estacionarios
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Ejemplo, Encontrar los puntos extremos para la siguiente funcion,

a) f(x,y)=2x3—6xy+y3

Las derivadas parciales de primer orden,

fr(x,y) = 6x* — 6y
fy(x,y) = —6x + 3y?

Igualamos a cero y resolvemos el sistema de ecuaciones resultante,
2 — _ 2 — 12
6x2 6y =0 . 6y = 6x . 2y2 X . ,
3y2—6x=0 302)2—6x=0 x(B3x*—6)=0

Las soluciones a esta Ultima ecuacién, x(3x3 — 6) = 0, de aqui x = 0.
Se sustituye este valoren y = x2, y = (0)2.

El punto (0, 0) es un punto extremo de la funcidn.

El otro valor se obtienes al despejar la ecuacion

3x3-6=0 - x3=§ - x=132
2
Se sustituye en la ecuaciony =x2 - y=(Y2)" ~ y=1V4

El punto (3&/7, i/Z), es el segundo punto extremo.

b) f(x,y) =y3+x?y—2x3—y?2+2
o) flxy)=x>+y*—6x—y’

d) f(x,y) =x*+y* — 2x% — 2xy + y?
e) f(x,y) =x%+y?+z%—2xyz
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Esta tltima ecuacion la resolveremos por la técnica de factorizacion Primero factorizamos el lado
izquierdo sacando x de factor comin

xfdx® -3)=0
Planteamos tantas ecuaciones como factores, igualando cada factor a cero:

x=0 & 4x°-3=0 (enlaultima ecuacion despejamos x° )

x=0 o 1‘5-% (elewmnnhmmiembtma%odemmmsinﬂxmmmuﬁzqm}

. |'3
Xxml o xmi—.
4

* Para encontrar v coando x=0 sustituimos en (1) o (2), 1la que consideremos mas facil de
resolver, escogemos (1)
y=(0)*
Asi (0,0) es un punto critico de la funcion.

* Para enconfrar y cuando r=ﬁ sustiimos en (1) v despejamos y.

A

3
En conclusion [ﬁ[S %] ] es el otro punto critico de 1a funcion.

Ejemplo  Encontrar los puntos criticos de la funcién fi(x.y) =x7 + y* —=12x =22,
Solucion:
1.- Conseguimos primero las derivadas parciales de primer orden:

fo(x.»)=3x" -12

fy(x.y) =4y —ay
R ) ) Jo(x.3)=0
1.- Planteamos el sistema de ecuaciones

Ji(x.)=0

En este caso queda:

' -12=0 (D
4 —ay=0 @

Este también es un sistema de ecuaciones no lineal, pero en este caso cada ecuacion depende
de una sola vanable, no hay interrelacion entre las vanables del sistema. Las soluciones de la
ecuacion (1) son x=22. La ecuacion (2) la resolvemos por factorizacion,

4y(y* -1)=0

De aqui
y=0 6 y'-1=0
Asi las soluciones de 4)° =4y =0 son y=0.£1

Los puntos criticos en este caso estin dados por todas las combinaciones de las soluciones de x

vy, ellas son: (2.0),(2.1). (2.-1), (2,00, (-2.1) v (-2.-1).
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Efectivamente cada uno de estos puntos satisface las dos ecuaciones del sistema de
ecuaciones.

Para funciones de tres o mas vanables (asuma que las derivadas parciales existen y son
continuas), los conceptos anteriores pueden extenderse rapidamente. Por ejemplo si tenemos
w= f(x,y,2) esclaro cuales deben ser las definiciones de maximos y minimos relativos y los puntos
criticos definidos como las soluciones del sistema

J:(x,»)=0
Jy(x.y)=0
S:(x.y)=0
son los unicos candidatos a maximos y minimos relativos.

2

Ejemplo  Encontrar los puntos criticos de la funcion f(x.y.z)=x> +xy—3xz-2z-z2°.
Solucion:
1.- Conseguimos primero las derivadas parciales de primer orden:

fe(x.))=2x+y-3z

Sy (xy)=x

J:(x,))==-3x-2-2z

S (x.3)=0
2.- Planteamos el sistema de ecuaciones | f, (x,3)=0
f:(x.3)=0
En este caso queda:
2x+y=3:=0
Xx=0
-3x=-2-2z=0

Este sistema de ecuaciones lineales tiene como solucion x=0,y=-3 y z=-1.

Ejemplo  Encontrar los puntos criticos de la funcion f(x.).2)=x" +y* —xpz+z.
Solucion:
1.- Conseguimos primero las derivadas parciales de primer orden:

Jr(x,))=2x-yz

S, (x.y)=2y-xz

J:(x,))==xy+1

{f,(x..v)=0
2.- Planteamos el sistema de ecuaciones [, (x.y)=0
[:(x.3)=0
2x-yz=0
En este caso queda {2y-x:-0
-xy+1=0

De nuevo estamos ante un sistema de ecuaciones no lineal, donde las vanables si estan
interrelacionadas. En este sistema podemos despejar una de las variables en una ecuacion y
sustituirla en las otras ecuaciones, formando con estas ultimas un sistema de dos ecuaciones con dos
incognitas que se intenta de resolver con las ideas vistas. En este caso podemos despejar cualquiera
de las vanables. Despejamos y en la tercera ecuacion:
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1 L . ; ] .
Vv=— sustitiimos esta variable en las dos primeras ecuaciones v formamos un sistema de dos
-

ecuaciones con dos incognitas.
2x— | L }: =0
L
2| L ] —xz=0
L

Tenemos un sistema de ecuaciones con las variables interrelacionadas, despejamos z en la
segunda ecuacion

S
T3
Ahora sustitnimos en la primera z por el lado derecho de esta tltima ecuacion
2x— l | i |- 0. Sumameos fracciones
xhx® )
2x* -2 . P
—=0 Es una ecuacion de 1a forma o 0, planteamos P=0
x C
2t —2-0 Despejamos la potencia v tomamos raiz cuarta
x==1
.. 2 iy 1
¢ Para ry=1, tepemos por la ecuacion z=— que =2 vy por 1a ecuacion y=— fenemos que
x- x
¥=1._Asi (11.2) es un punto critico.
.. 2 _ .. 1
¢ Para x=-1. tenemos por la ecuacion z=— gque z=2 y por la ecuacion y=— tenemos que
x° x

v=-1.Asi (—1-1.2) es otro punto critico.

Ejercicio de desarrollo.- Encontrar los puntos criticos de las siguientes funciones:
a) flx.y.z)=x" -y —xz-)z
h} f{""‘-‘. .\‘I: ::I = x3 + }'3 — Xz — }-_—.

c) flx.y )= X+ .1'3 +X—)I.

Respuestas:
a) Tiene infinitos puntos criticos dados por {(x.—x.3x%)/x=R}.
¢) No tiene puntos criticos.

Criterio de las segundas derivadas para clasificar los puntos criticos

Para clasificar los puntos criticos, calculamos en cada punto el valor del determinante
hessiano H, llamado “Hessiano orlado”

fxx fxy

"=ty fo

= fxxfyy - (fxy)z

Entonces
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® H(xg,yo) > 0 lafuncidn f tiene un extremo relativo en (xq, ¥o).
e H(a,b) < 0 lafuncién f tiene un punto silla en (xg, ¥o).
e H(xy,Vo) = 0 no es un extremo relativo en (xg, ¥o)-

CRITERIO DE LAS SEGUNDAS DERIVADAS PARA CLASIFICAR
LOS PUNTOS CRITICOS

Este criterio es la version del criterio de la segunda derivada para clasificar puntos criticos de
una funcion en una sola variable.

Esta version para dos vanables se basa en una cantidad D que depende de (x;,V,). Si esta
cantidad es positiva o negativa se concluira si la funcién S alcanza o no un extremo relativo en este
punto. Luego, si tiene extremo, se procedera a examinar si €5 maximo o minimo relativo a través de

S

Criterio de las segundas derivadas.- Sea funa funcion de dos variablesy (x,.),) un punto

critico de / donde las primeras derivadas se anulan, tal que en una vecindad de este puato las
segundas denivadas parciales son continuas. Sea

D =D(X5.¥s) = fux (Xo. ¥0) S5 (X0 ¥0) = (3 (%0, ¥0)
1.-S1 D >0 entonces se alcanza un extremo relativo en (x5.%,) v
1.1Si f_(x;.¥,)>0 entonces jf(x,.),)esun minimo relativo.
1.2S1 f.(x5.¥5) <0 entonces f(xy.)p) €5 un maximo relativo.
2.-S1 D <0 entonces f(x,,),) no es un extremo relativo.
3.-S1 D=0 el cniterio no es concluyente.

Ejemplo Encontrar los maximos v minimos relativos de la siguiente funcion:
f[.l',_}']-x:+j'3 =3y
Solucion:

1.- Conseguimos primero los puntos criticos:
fe(x,yy=2x-3y
1y (x.y)= 3y* - 3x

Planteamos el sistema de ecuaciones

{f: (x,))=0

£,(x.3)=0

En este caso queda
x-3y=0 (1)
{3}-1 -3x=0 (9

Solucionamos este sistema despejando una de las variables en una de las ecuaciones v sustinyéndola
en la otra ecuacion. En este caso despejamos x en la segunda ecuacion ¥ la sushtuimos en la primera.
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{2;-2 -3y=0

2
Xm=y

La primera ecuacion la resolvemos usando factorizacion

y2y—-3)=0

y=0 0 2y-3=0

, 3

y=0 o _;-?
e Si y=0 vemos que x=0 vy asi(0.0) es un punto critico.
e Si _\--%vemosque x-(%] yasi(%-%)eselotropumocn’tico.

2.- Para clasificar los puntos criticos usamos el criterio de las segundas derivadas. Pasamos entonces
a conseguir las segundas denvadas.

Jax)=2; [f,(x.))=6y vy [f,(x.y)=-3
Calculamos

D(x,3) = fu(x. 1) fyy (%.3) = (£ x. )

D(x.y)=(2)6y)-(-3) =12y -9

Evaluamos D(x,y) en cada punto critico y aplicamos el cniterio:

e D(0.0)=12-0-9=-9_ Como D(0,0)<0. entonces concluimos que en (0.0) no se
alcanza extremos relativos. El punto (0.0) s un punto de silla.

. D(%.%)-l2~%—9-9. Como D(0.0)>0. entonces en (%%J se alcanza un extremo

relativo. Pasamos a determinar si es maximo o es minimo relativo a través del signo de
S evaluada en este punto critico.

f,,(%.%)-2>0. Usando 1.1 del criterio de la segunda derivada concluimos que en

(:19--':-) se alcanza un minimo relativo.
Ejemplo  Encontrar los maximos y minimos relativos de la funcion f(x,y)=4-4y° —x* —y*.
Solucion:
1.- Conseguimos primero 10s puntos criticos:

fe(x.y)=—4x’

£y (x.y)=-8y -4y

.))=0
Planteamos el sistema de ecuaciones Ix(x.3)
[, (x,y)=0
En este caso queda:
-4x* =0 0))
-8y-4y’=0 (@

La solucion de este sistema es x=0 y y=0. Por tanto el punto (0,0) es el inico punto critico de la
funcion.

2.- Para clasificar el unico punto critico intentamos usar el criterio de las segundas derivadas.
Pasamos entonces a conseguir las segundas derivadas.

faxy)=-12x%; fu(x.))=-8-12)" y f,(x.))=0
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Calculamos
D(x.Y) = fru (. 1) (2. 0) =y (2. )F
D(x,y)=I-12x [-8 -12y* ) 0° Ahora evaluamos D en el puato critico
D(0,0)=(0)-8)-0=0

El criterio no es concluvente.

En este ejercicio podemos utilizar las caracteristicas propias de la funcidn para determinar
un punto critico. Expresamos la funcién de la forma

fO,y) =4—4y* —x* —y*
Que es <= 0. Entonces para clasificar el punto critico (0,0) usamos el siguiente
argumento: Los ultimos términos de la funcidén son menores o iguales a cero, por tanto
f(x,y) <4yesdcuandox =0yy = 0.Asi, 4 es el maximo valor de fy se alcanza en (0,0).
Como vemos no solo es un maximo relativo si no también un maximo absoluto.

Ejemplo. Una empresa agropecuaria rural es productora de leche y derivados lacteos. Si x
es la produccidn de leche en litros y y los derivados lacteos como; queso, crema, yogurt,
etc. Esta empresa determina que su ganancia puede modelarse mediante la siguiente
relacién funcional,

P(x,y) = 60x + 120y — 0.015x% — 0.015y2 — 0.01xy — 5000

Encontrar el nivel de produccidén que proporciona una ganancia maxima. ¢Cual es esta
ganancia?

Solucion. En primer lugar, obtenemos las derivadas parciales de la funcidn de beneficio e
igualamos a cero para resolver el sistema

P, =60—0.03x 001y _ 60=003x+0.01ly
P, = 120 — 0.03y — 0.01x 120 = 0.01x + 0.03y

Resolvemos el sistema de ecuaciones, multiplicamos la primera por —3

0.03x + 0.01y = 60 . —0.09x — 0.03y = —180 L, X= 750
0.01x + 0.03y = 120 0.01x + 0.03y = 120 y = 3750

Este punto (750,3750) es un punto critico. En este instante no podriamos asegurar que es
un punto maximo por lo que aplicamos el criterio de la segunda derivada.

Poe=—0.03 y Py =-001

P,y = —0.03
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De esta manera D = (—0.03)(—0.03) — (—=0.01)? = .0008 mayor que cero por lo tanto
es un punto extremo y como Py, = —0.03 es negativo el punto es maximo. Sustituimos
este punto en la funcién de beneficio,

P(750,3750) = 60(750) + 120(3750) — 0.015(750)? — 0.015(3750)?
—0.01(750)(3750) — 5000 = 242,500

El beneficio maximo es de $242,500

Ejercicios

1. Encontrar los mdximos y minimos relativos de la siguiente funcion
f(x, y, 7) = ex2+2y2—xy+12x
2. \Verifique que la funcion
g(x,y,z) = x* + 2y? —xy + 12x
Alcanza sus extremos en los mismos puntos que la funcion f anterior

Minimos cuadrados.

Supongamos que una empresa cuenta con los siguientes datos obtenidos por su
comportamiento en el mercado.

P 12 10 8 9
Q 30 33 41 37

Estimar la ecuacion de demanda. Utilice un modelo lineal.

Este tipo de modelos son muy comunes en el andlisis econdmico. La mas simple serd
buscar la ecuacién de la recta que mejor siga el comportamiento de los datos, por ejemplo
y = ax + b. Por supuesto que vamos a buscar una recta “que se aproxime” o que siga el
comportamiento de los puntos y lo que buscaremos es estimar la mejor,

y=ax+b
Por supuesto que hay muchas rectas que siguen el comportamiento de los datos, pero lo
gue buscamos es la que se desvie lo menos posible de estos datos; es decir que la suma de

las distancias perpendiculares de la recta a cada una de los puntos sea minima. Es decir

ly; — (ax; + b)| sea minima
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y A
8 g
- - '.P_
Fig® o
L ]
Py
» . »
X Xy x
d= ry—lax,+8)

Asi que para encontrar la recta que mejor se ajuste y que minimiza el error tendremos que
encontrar los valores de a y b que minimizan,

D(a,b) = ) (i — (axi + b)Y
i=1

Que se lee, la suma de cuadrados de los errores que se cometen al aproximar una recta sea
minima, el cuadrado se debe a que las distancias superiores son positivas y las inferiores
negativas lo anula el resultado.

-

%‘ 2(y, — ax, —B)—x, :|= 0 Se puede sacar factor comun -2 en la primera
- : ecuacion v luege este factor pasa dividiendo.
jom En la segunda ecuacién se multiplica ambos
IE 2(y, —ax, —b)[-1)=0 miembro por -1.

4

i=1 En la primera ecuacién se distribuyd x; . En la
segunda ecuacion separamos la sumatoria.

-

" r . "
| yvx, —a® x> bx, =0 . .
= = = Se separo la sumatoria v se sacarcn los factores
3 constantes fuera de la sumatoria

n a "

Yy, —ar x,— > b=0
=" 5" =
L rml ) I
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Si lamamos §_ =2 "xy: S, =2 'x: 5, =E.rf ¥ S,=2y, ,eliltimo sistema de

ecuaciones queda planteado comeo:

[S, —aS,-bS, =0
|5, —as, —bn=0

[aSe +8S. =5,
|as, +bn=s5,

Llamames 4 ¥ b las soluciones del sistema anterior, ellas estiman la pendiente v la
ordenada en el origen de la recta y=ax+ b . Esto es conocido como vna regresién de v sobre x.

Para el ejemplo anterior

g1 10[8 |9
30 |33 )41 ] 37
Estime la ecnacién de demanda wsando el criterio de minimeos cuadrades, esto s, haga una regresion
de g sobre p.
Solucion: Planteamos la ecuacion de demanda como una relacion lineal, esto es una recta.

g=ap+b

Debemos consegoir a v b que minimizan

4
5= Elli&n —(ap, +B))”
Sustituimos ouestros datos

S=(12—{a-30+6))" + (10 —(a-33+5)" +(8—(a-41+ b)) +(9—(a-37+b))°
Vamos ahora a boscar los puntos criticos de S

[S,(a.b)=0
15,(a.b)=0

[2(12 - 30a - b)(-30)+ 2(10 - 33a — b)(- 33)+ 2(8 — 41a — b)(- 41)+ 2(9 - 3T7a - b)(-37)=0
{12{12 ~30a—-b)+2(10-33-b)+ 2(8—41-b)+2(9-37—b)=0

[-2702 +10078a + 282b =0
4
|-78+282a+8b=0

Las soluciones dan

- 1206 . 19
b= ; a=——m.
55 55
, . . 19 1206
Asila ecuacion de demanda es estimada en este caso por g = _EP + =
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Ejercicios

1. Encontrar los puntos extremos de las siguientes funciones
a) f(x,y) =x%+y?+4xy—2
b) f(x,y) =x*+xy+y*+2x+3y
c) flx,y)=x*-2xy+2y>—2y+3
d f(x,y)=x*+xy+y*>—3x—6y
e) f(x,y)=x*+y*—4xy
f) floy) =x* —2x%y + 3y?
g) f(x,y) = 2x3+ 6xy — 3y? + 2

Multiplicadores de Lagrange™®

En las funciones de una variable independiente, se utilizaron estos multiplicadores para
encontrar el numero de unidades, produccion o venta, mas conveniente para que el costo,
el ingreso o la utilidad sean éptimos.

Cuando trabajamos con funciones de varias variables, se puede seguir un proceso similar
para optimizar una funcidn econdmica. En muchos problemas hay restricciones que
pueden afectar encontrar los valores optimos reales, ya que partimos de restricciones
econdémicas, como, el monto a invertir, las condiciones tecnoldgicas, etc. En un ejercicio
anterior encontramos que para obtener un beneficio maximo tendriamos que producir x, y
unidades; sin embrago quiza no contemos con los recursos suficientes para obtener estos
valores.

En una empresa, por ejemplo, encontramos que aumentar en cierta cantidad la produccién
nos ayudaria a maximizar el benficio. Sin embargo, tenemos restricciones de varios
recursos como; economicos, de tecnologia, mano de obra, etc.

El multiplicador Lagrange en varias variables, es util para encontrar los valores maximos o
minimos de una funcion sujeta a restricciones. Presentado por el matematico italiano-
francés Joseph-Louis Lagrange en el siglo XVIIl, este método utiliza una nueva variable,
llamada multiplicador Lagrange, para integrar la restriccion en el problema y asi resolver de
una manera eficaz.

10 Matematico francés de origen italiano, nacié en Turin Italia en 1736. Estudié en su ciudad natal y hasta los
diecisiete afios no mostré ninguna aptitud especial para las matematicas. A los 19 afios, fue Profesor de
geometria en la Academia Militar de Turin. Fallecid el 10 de abril de 1813 en Paris.
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El método de Lagrange se aplica ampliamente en economia, cuando se requiere una solucion
Optima bajo restricciones. El multiplicador de Lagrange, una vez resuelto, muestra cuanto cambiaria
la funcién objetivo ante un cambio marginal en la restriccién.

Grafico xxx. Método de Lagrange

— Restriccion

En primer lugar veremos el método de los multiplicadores de Lagrange cuando se tienen
restricciones de igualdad.

Supongamos que interesa optimizar la funciéon f(x,y) con base en la restriccién de
igualdad g(x,y) = 0, se parte de la funcién objetivo

L(X,y,l) = f(X,y) - /Lg(x,y)
En donde A es el Multiplicador de Lagrange, independiente de las variables 'x’, 'y’. El
multiplicador A es una nueva variable que representa; la magnitud del cambio en la funcién
objetivo por unidad de cambio en el limite de la restriccion.
Como en cualquier programa de optimizacion de inicio se obtienen los puntos extremos.
Para obtener estos, se obtienen las derivadas parciales de L(x,y, ) con respecto a las 3

variables x, y, A y se igualan a cero las derivadas resultantes; luego se resuelve el sistema de
ecuaciones resultante para obtener los valores de las variables x, y.
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oL of g
ox ox tax 0
oL of _dg

dL
azg(xﬂy)zo

Normalmente, los valores numéricos de A, los multiplicadores de Lagrange, no se calculan,
sirven solamente para determinar los valores de las variables.

Para determinar si un punto es maximo o minimo, el criterio de la segunda derivada
cambia un poco. Si D < 0, el punto critico puede ser realmente un maximo o un minimo de
la restriccion, aunque sea un maximo o un minimo de la funcidén objetivo.

Para analizar la naturaleza de un punto critico (x,, y,) se recomienda seguir los siguientes
pasos,

1. Construir la funcion de Lagrange e igualar las primeras derivadas a cero, para
encontrar los puntos criticos,
2. Para determinar si el punto critico es un maximo o un minimo restringido,

D(xo,¥0) = fxx(xo:yo)fyy(xo'J’o) - fxy(xo'J’o)z

3. Si D(x9,y0) > 0, es un méaximo si f,.(x0,¥0) <0 ¥ fy,,(x0,¥0) <0

Es un minimo si fi, (x0,¥0) >0 ¥ £, (x0,¥0) > 0
Si D(xg,y0) < 0 la prueba no es concluyente y se debe investigar la funcién cerca
del punto critico en el cual se evaluan.

Ejemplo. Obtener el minimo de la funcién f(x,y) =5x%+ 6y%> — xy sujeto a la
restriccion x + 2y = 24.

La funcién de Lagrange,

L(x,y,A) = 5x% + 6y% —xy — A(x + 2y — 24)

oL
a=10x—y—/1
aL
$=12y—x—21
oL
S =x+2y—24

Se iguala a cero cada una de las derivadas parciales,
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10x—y—A4=0 10x—y=21 )

12y—-x-24=0 = 12y —x—2(10x—y) =0 =>21x—14y=o(7)

x+2y-24=0 x+2y =24
3x—2y=0

x+2y=24=>4x=24 LX=6y=9

Este sistema tiene la solucién x =6, y =9, por lo que (6,9) es un punto extremo que
requiere que demostremos si es minimo de f(x,y). Utilizaremos el criterio de la segunda
derivada visto con anterioridad.

L_ L_ . PL_
ox? dy? oxy

D =(10)(12) —1 =119 > 0 es un punto extremo

-1

. a%L %L , L
La derivada Pyl >0y %7 > 0, el punto extremo (6,9) es un minimo restringido.

Ejemplo. Encontrar el méximo restringido de f(x,y) = 2xy — 3y? — x? con base en la
restriccionx + y = 21

L(x,y,1) = 2xy —3y? —x? — A(x +y — 21)

6L_2 2 A; aL—Z 6 A; 6L_ + 21

—2x+2y—A=0(-1) 2x—=2y+1=0
2x—6y—A=0 =2x—-6y—-1=0=>4x—-8y=0

x+y—21=0 x+y=21(—4)
4x —8y =0 .
—4x — 4y = —84 12y =-84 ~y=7

lgualando a cero cada derivada parcial y resolviendo el sistema para x y para vy,
tendremos que x = 14, y = 7, por lo que (14,7). De acuerdo con el criterio de la
segunda derivada tenemos,

0°L_ _, L__ 0 _
ox? ay?
D = (-2)(—=6) — (2)2 =8 >0 esun punto extremo

— =2
dxy
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. d%L (. .
La derivada < 0, el punto extremo (14, 7) es un maximo restringido.

Muchos casos en la Economia requieren optimizar una funcidn sujeta a restricciones, que
podrian ser presupuestales, tecnoldgicas, etc. En primer lugar, es necesario establecer con
precisién cual es la funcién objetivo a optimizar, maximo o minimo, y después las
restricciones que impone el problema. Algunas de estas aplicaciones podrian ser.

a) Maximizacion del beneficio, sujeto a restricciones de presupuesto.

b) En el mismo sentido, la maximizacién de la produccién, con la restriccion de
presupuesto y/o tecnoldgica, normalmente una empresa no cuenta con la
infraestructura suficiente para producir cualquier cantidad de producto.

¢) Minimizar los costos de produccion, con una restriccién que puede ser de mano de
obra, capital, capacidad de produccidn, restriccidon de la demanda, entre otras posibles.

Ejemplo. Una fabrica produce dos tipos de maquinaria pesada en cantidades x e y. La
funcién de costo conjunto esta dada por

f(x,y) = x> +2y* —xy

Para minimizar el costo, ¢cudantas maquinas de cada tipo debe producir, si el total debe ser
de 8 maquinas?

La restriccion es x + y = 8y la funcion objetivo es

Lx,y,A) =x2+2y2—xy—A(x+y—8)
dL oL

oL
a—Zx—y—/l @—4y—x—/1 a——(x+y—8)

d°L 0L 0L
0x? dy? dxy
D =(2)(4)—(-1)2=7 >0 esun punto extremo

-1

lgualando a cero cada una de las derivadas parciales y resolviendo las ecuaciones

. , . . 2%L
simultaneas para x e y, se obtiene x = 5,y = 3, y como la derivada PPl > 0, el punto

extremo (5, 3) es minimo. Entonces, respetando la restricciéon de producir un total de 8
maquinas, la combinacién menos costosa es producir 5 maquinas de tipo x, y 3 maquinas
de tipo y.
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Ejemplo. Suponga que con [ unidades de trabajo y k unidades de capital, una empresa

puede producir g(l, k) = 161 */a Ikt */a unidades de un producto. Si el costo de cada unidad
de trabajo es de $20, el de capital es 550 y el presupuesto de produccién es de 510,000,
¢Cudntas unidades de trabajo y de capital son necesarias para maximizar la produccion?

La funcién de costo de [ unidades de trabajo y k unidades de capital, con un presupuesto
de 10,000 pesos es,

20l + 50k = 10,000
Y si la funcién a optimizares, q(l, k) = 161°/4k/4 1a funcion de Lagrange queda.

QL k,2) = 161°/4k /2 — A(201 + 50k — 10000)

Con derivadas parciales Despejamos A de las dos primeras ecuaciones
d 3
a—? =121""aka — 200 =0 (1) g1-1/4k1/4 =1
900 _ 4p¥a= 2 Pl
—_— - —_ = —_— 4 4 =
T 4174k7/4 =501 =0 (2) R l'/4k A
aQ Al resolver nos queda

— =200+ 50k — 10000 =0

oA 1 3
3k 2 I/ 1, .3 1/ .3
52 S = = 75k/ak/a=101741"s
O_IZQ = _31—5/4k1/4 5 Y4 25 k3/4
75k =101
0%Q 3, -7
W = -3] /4-k /4
920 3
AL - 1 3
dlok I3kt

Sustituimos k = 1151 en la restriccion 201 + 5012—51 = 10000y al despejar83—ol = 10000.
Finalmente, [ = 375 y k = = (375) = 50.

De esta manera la produccién maxima se obtiene con 375 unidades de trabajo y 50
unidades de capital, las dos derivadas segundas son negativas.

Vamos a sustituir estos valores éptimos en la ecuacién (1), asi
3 _1/ 1/ 3 _1/ 1/
Azgl 4k /4 = 3(375) 4(50) 74 . 1=0.36
El multiplicador lagrangiano se puede interpretar como la produccion marginal del dinero.

Es decir, si se incrementa el presupuesto en una unidad monetaria, se podran producir 0.36
unidades de producto.
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d d
Por otro lado, si las derivadas a—? y i son las productividades marginales del trabajo y el
capital,
120 ek 3k7akMs 3k 3(50)

= = == =04
44k PlaMe L (375)

Q| Q)l QO
SNER

En Economia existe una ley que dice “Cuando el trabajo y el capital estdn en su

nivel éptimo, la tasa de sus costos es igual a la tasa de sus productividades
marginales”.

Ejemplo. La relacion entre las ventas S y las sumas gastadas en dos medios publicitarios
esta dada por

200x 100y
s = +
5+x 10+y

El presupuesto para la propaganda es de 25; determinar como debe repartirse éste entre
los dos medios para maximizar la ganancia neta.

La restriccion es x + y = 25 y la funcién objetivo a maximizar,

L(x,y,A) = :0_:)); + 1100-?_};] —Ax+y—25)
6_L: (5+x)200—200xl o 1000 _a1—o0
0x (5 +x)? (5 +x)?
6_L _ (10 + y)100 — 100xl L 1000 _a1—0
dy (10 + y)? (10 + y)?
oL
1= XY +25=0
Igualamos las dos primeras ecuaciones,
1000 1000

Gror  (oayz - 00 =G+

Sustituimos la tercera ecuacion, en esta ultima igualdad x + y = 25
(10 + y)? = (5 + 25 — y)?
25+ 250 — 10y + 252 — 50y + y2 = 100 + 20y + y?
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800 = 80y ~ y=10 x=15;/1=;
Obtenemos las segundas derivadas y sustituimos el valor extremo, (15,10)
2L 2 62
Freie 200(=2)(5 + x)~3 = —-0.05; 37 =200(-2)(5+y)"3 = —0.118; e =0
D = (~0.05)(~0.118) — (0)2 = 0.006 > 0 es un punto extremo, maximo 2= < 0

Por lo tanto, para maximizar la ganancia se requiere x = 15y = 10.

Ejemplo. La funcion de utilidad de una empresa que elabora dos productos esta dada por
U(x,y) = x%y, donde x e y son las cantidades de producto X e Y adquiridas. El precio de
una unidad de X es de 2 unidades monetaria y el de una unidad de Y es de 3. Encuentre
las cantidades de cada producto que debera adquirir el consumidor a fin de maximizar su
utilidad de consumo con un presupuesto de 30 unidades monetarias.

Se trata de un problema de maximizacién. Donde la funcién objetivo es U(x,y) = x2y.Y
la restriccion, presupuestal esta dada por la funcidn. 2x + 3y = 30, asi el problema de
optimizacién queda,
Maximizar U(x,y) = x%y
s.a 2x + 3y =30

De esta manera la ecuacion de Lagrange quedaria,
L(x,y,A) = x?y — A(2x + 3y — 30)

Encontramos los puntos criticos

aL—z 22

ox Xy

(')L_ 2 _ 3
ay_x

OL_ 2 3y + 30
o X

Despejamos el valor de A en las dos primeras ecuaciones e igualamos las ecuaciones nos
gueda,

A=
A
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. , X . .
Los valores que resuelven esta ecuacién son; x =006 y = 3 Sustituimos en la tercera
ecuacidn para encontrar los puntos criticos y tenemos para x = 0 obtenemos y =10 y

paray = g sustituimos en la tercera ecuaciéon 2x + 3 (g) = 30 de donde x = 10. De esta

manera los puntos criticos son (0,10) y (10, ?).

Para demostrar su naturaleza aplicamos el criterio de la segunda derivada.

9’%L oL 9L _

ax? ayz_o M—Zx

Para los dos puntos criticos, (0,10 ) y (10, 13—0) elvalorD <= 0

Asi, para evaluar cudl de los dos es el maximo, sustituimos los dos puntos en la funcién de
utilidad
U(0,10) =0(10) =0

10 10 1000
U (10,?) =100 (?) = 5 es el valor miximo

En conclusién, para un consumo de 10 unidades del producto X y 10/3 unidades del

producto Y se consigue la maxima satisfaccidon del cliente que tiene un presupuesto de
30um.

Madximos y minimos por medio del determinante hessiano.

Es una matriz conformada por derivadas de segundo grado. Esta matriz es utilizada para testear
maximos o minimos en funciones con n variables. Para el caso de tres variables, el

determinante hessiano serd el siguiente,

fxx fxy fxz
H(x'y,z) = fyx fyy fyz
fax  fay  faz

A partir de este determinante encontramos tres determinantes menores,

fxx fxy

di = foix dp= fyx fyy

= fxxfyy - (fyx)z y
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frx fxy frz
d; = fyx fyy fyz = [fxxfyyfzz + nyxfzyfxz] - [(fyz)zfxx + (fxz)zfyy + (fxy)zfzz]
fox  fay oz

A partir de los resultados de estos valores dq,d,, d; evaluados en cada punto critico
tendremos,

a) El punto critico sera un minimo si d,, d,, d3 son todos positivos.

b) Silos valores de d,, d5, d3, tienen signo alterno, iniciando con negativo, entonces la
funcién tiene un maximo en el punto critico

c) Cualquier otro caso nos indicard que no hay informacién o el criterio no es
concluyente.

En el caso de una matriz con restricciones, para estimar el comportamiento de L(x,y, 1), se
debera determinar la matriz hessiana acotada siguiente,

0 9x gy
Hg = (9x Lxx Lxy| = z(gxgyl'xy) - (gszyy + gyzLxx)
9y Lyx Lyy

Jx Representa la derivada de la restriccion con respecto a la variable x
gy Representa la derivada de la restriccion con respecto a la variable y

Las condiciones para un punto extremo son las siguientes,

a) Existe un maximo relativosi |[Hg| > 0y
b) Es un minimo relativosi |[Hg| < 0

Ejemplo. Una empresa productora de materias primas tiene la siguiente funcién de
produccién.

3 1
f(x,y) =100 x4 y4
Donde x representa las unidades de trabajo a $150 pesos por unidad e y representa
las unidades de capital a $250 pesos por unidad. El costo total de trabajo y capital esta
limitado a $50,000. Hallar el nivel maximo de produccién.

La restriccion es 150x + 250y = 50,000 y la funcién objetivo es

3 1
L(x,y,A) = 100 x4 y4 — A(150x + 250y — 50000)
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dL 11 oL 3 3 oL
Fri 75x 4 y4 — 1504 @ =25x4y 4—2501 Y 150x + 250y — 50000
1 1
Despejamos A en la primera ecuaciéon A = ad ;y4, sustituimos este valor en la
segunda ecuacién nos queda
3 3 3 3 x_% y%
25x4y 4—2501=0 - 25x2y 4—250 > =0 - x=5y

Sustituimos en la tercera ecuacion, obtenemos
150(5y) + 250y — 50000 —» y =50 y x = 250

Obtenemos las segundas derivadas y sustituimos el valor extremo,

1

3
9%L 7 y* 0.05 9%L =75 x* 125 %L 75( 1 025
32> /o—s=-0 vz 4 |\ 7T+ v a2l 13|=Y
0x Axd oy 4 yi oxy 4 xiyd

Construimos el hessiano

0 L I, 0 150 250
Hg = |La, Lxx Lxy[=[150 —-0.05 0.25
Ly, Lyx Lyy| 1250 025 -—1.25

y

X

De esta manera
|Hg| = 2(150)(250)(0.25) — 1502(—1.25) — 2502(—0.05) = 50,000

Por lo tanto, el nivel maximo de produccion para 250 unidades de trabajo y 50 de
capital es.

3 1
f(250,50) = 100(250)%(50)* = 16,719 Unidades de produccion

Cuando se trata de una funcién de produccién, el multiplicador A es la productividad
1 1

x 4ya
2

= 0.334.

marginal del capital, para este ejemploes A =

Método de Lagrange con dos restricciones

Supongamos que tenemos dos restricciones y queremos hallar los valores maximo vy
minimo. Esto significa que buscamos los valores extremos cuando de una funcién f(x,y, z)
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en un punto (x,y,z). Este punto esta sobre la interseccién de las curvas de nivel con
restricciones g(x,y,z) y h(x,y,z). El método de multiplicadores de Lagrange se puede
extender a un problema de optimizacién de mds de dos variables. En este caso podemos
generalizar el problema a,

Funcién objetivo a optimizar f(xq, x5, X3, ... Xp,)

s.a g(xq,Xg, X3, e Xp)
h(xq, X2, X3, ... Xp)

La funcién de Lagrange seria entonces de la forma,

L(xq1, %9, X3, . X, A) = f(X1, X9, X3, . Xp) — A1 g (X1, X2, X3, e X)) — 229 (X1, X3, X3, o0 X))

El proceso para encontrar los puntos criticos seria el mismo que hemos visto hasta ahora.
La complejidad esta en resolver un sistema de n ecuaciones con n incégnitas, que seria mas
simple utilizando algebra de matrices.

Asimismo, el método de Lagrange puede extenderse al caso de una funcién de n variables y
k restricciones. En este caso la funcién de Lagrange tendria la forma
k
L(xq, %5, X3, . X, A) = (X1, X2, X3, . Xp) — ) A:9i (X1, X2, X3, oo Xp)
i=1
Ejemplo. Supongamos la funcidn f(x,y,z) = x + 2yz sujeta a las restricciones y + z = 4y

x+y=2
La funcidn de Lagrange seria entonces,
L(x:}’;zylblz) =x+ zyZ _Al(y +z— 4) _AZ('X +y - 2)

Obtenemos sus derivadas y puntos criticos.

L, =1-2,=0 A, =1
A+l
L, =2z—-X4—4=0 Z="
- A
L, =2y—4 Y=
Ly, =—-y—z+4
Ly, =—x—y+2

Sustituimos en la cuarta y quinta ecuacién

336

Facultad de economia Matematicas |



Notas de clase R. Urban

A A +1 2, +1 7
Ay 4= Z g A==
2 2 N 2 N 2
+1 =0 _ Vo —> 7/2_1
X > = X = > X = > =
Sustituimos nuevamente en
A+l 9
zZ= zZ=-
2 4
- A7
y=9 Y=%

. . " 179
Finalmente, el Unico punto critico del problema es (Z'Z’Z)

Demostrar que este punto es un maximo o un minimo se requiere un paso adicional que es
utilizar el llamado “Hessiano orlado”. Para este ejercicio, el hessiano orlado seria,

0 0 L/llx L/lly Lxllz
0 0 L/lzx Lxlzy Lxlzz
H(x,y,Z) = L/llx L)LZx Ly ny Ly, | =

Litly Litzy Lyy Lyx Lyz
L/llz L)Lzz Lzz sz L

_ -0 O O
O == OO
OO O - O
N OO KRR
ONNO O -

Il

|

N

zy

rye 17 9 ..
El punto critico (Z’Z’Z) es un minimo.

Funciones con desigualdades.

Algunos problemas econdmicos requieren condiciones de desigualdades, por ejemplo,
cuando se desea maximizar la utilidad sujeta a un presupuesto o minimizar costos a partir
de producir menos. En estas condiciones se utiliza como una alternativa la programacién
restringida, llamada asi por la forma de sus restricciones de desigualdad

Normalmente, el problema de optimizacidn se establece en el formato de problema de
maximizacion, no obstante, un problema de minimizacion de una funcién se modifica a
otro equivalente de maximizacion si multiplicamos por menos uno.

El método se basa en considerar la desigualdad como una igualdad y si obtenemos el
maximo en la forma usual una funcién de Lagrange; si A > 0 este mdximo es también el
maximo sometido a la restriccién de igualdad; si A <0 el maximo considerado sin
considerar la restriccidn satisface la restricciéon y por lo tanto es también el maximo con
restriccion. Para el caso de minimizacién se pueden hacer consideraciones similares.
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El procedimiento general para resolver este problema de maximizacién o minimizacion,
parte de las condiciones de Kuhn-Tucker. Asi, un punto extremo (x,y) es un maximo local
de f(x,y) con una restriccion g(x,y) < 0 solamente si existe una A no negativa tal que 1y
(x,y) satisfacen las siguientes condiciones,

ofxy) 996y _

0x 0x
0fCey) ,99(xy) _
dy dy

29(x,y) =0

glx,y) <0

0

Como en el caso anterior, los pasos para resolver un problema de optimizacién con
restricciones de desigualdad son los siguientes,

1) Construir la funciéon lagrangiana siguiente,
Lex,y) =fy) —Agx,y) —c)
2) lgualar a cero las derivadas parciales,
Lx(x,y) = fx(x;y) - Agx(x'y) =0
Ly(xﬂy) = fy(x,)’) - Agy(x:)’) =0

L/l(xiy) = _Agx(x'y) =0
3) Aumentar con la condicién de holgura complementaria

AZ0 y
A=0 siglx,y)<O0

4) Encontrar los valores de (x, y) que satisfacen la condicidn
g(x,y) <0
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Tabla de férmulas de derivacion

Derivadas de funciones elementales Derivada
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Si k es una constante y x una variable cualquiera

f(x) =x fl(x) =1

1

1
fo) =~ fey=-2

|

fx) =+x N
f(x)_zﬁ

f(x) =e* flx)=e*

Delasuma F(x) = f(x) + g(x) F'(x)=f"(x)+gx)

Producto de dos funciones (f(x)g(x))’ = F(0)g' () + g f (%)
F(x) = f(x)g(x)

Derivada del cociente )\ _gf'(x) = fx)g' (x)
(M) (g(x)) - 9(0)?
g(x)

Derivada de una raiz (m)’ _ fx)

2y f(x)
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Derivada del logaritmo base a a ) = g 1
08a g(x) - g(x) Ina
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