Notas de clase R. Urban Ruiz

Capitulo 5.

Calculo integral.
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“Dados dos circulos con el mismo centro, inscribir en el
circulo mayor un poligono equildtero y de un numero
par de lados que no toque el circulo menor.”
PROPOSICION 16 LIBRO Xli, libro los Elementos de Euclides.

5.1 Antecedentes

Los antecedentes del Calculo Integral se remontan a los afios 360 A.C. y se deben al
matematico griego Eudoxo?, quien invento un método llamado “Método de exhaucion”?.
Este procedimiento fue posteriormente perfeccionado por Arquimedes y servia para
encontrar areas de figuras planas, o de regiones concretas, como circulos y elipses. El
método consistia en encerrar un poligono en el area a calcular. A medida que se
aumentan los lados del poligono se delimita mas claramente el drea de interés.

Grdfica 5.1 calcular el drea de un circulo,

~_

Para encontrar el area, se van a ir inscribiendo poligonos de 2" lados, iniciamos con n =
2,3,.. En la imagen de la izquierda, cuando n = 2, se forma un rectangulo que nos da la
primera aproximacidn del drea total. Como segundo paso, afiadimos un poligono de 8
lados, trazando tridngulos rectangulos en cada lado del cuadrado. De esta manera al area
del cuadrado le sumamos los 8 triangulos. Finalmente, en la ultima imagen, repetimos el
proceso, inscribimos un poligono de 2* = 16 lados y ahora sumamos el area de 16
tridngulos. Como podemos observar mientras mas lados consideremos en el poligono mas
exacto es el cdlculo del area y en cada paso aprovechamos el resultado del calculo
anterior.

1 Eudoxo de Cnido, Matematico de la antigua Grecia, nacido en Cnido hoy Turquia, nacié alrededor del 408
AC y murid en su ciudad natal el 355 AC. Considerado el padre de la astronomia matematica. Es considerado
uno de los mejores matematicos del periodo clasico solo superado por Arquimides.

2 Miguel Diaz Cardenas,” El método de exhaucion”, Revista Alternativa. Nimero 19. (enero-junio
2009), Unidad Académica de Matematicas Universidad Autéonoma de Guerrero. México.
http://www.revistaalternativa.org/numeros/no19/mdiaz19.pdf
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El desarrollo del cdlculo integral en su version moderna inicia en el siglo XVII, con los
aportes de Newton y Leibniz. Ellos introdujeron el concepto de integracion que estd
estrechamente relacionado con el calculo diferencial. Si bien a ciencia cierta no se sabe
quién fue el que hizo los primeros desarrollos. Incluso hoy en dia hay controversia sobre
quién tiene la paternidad Leibniz o Newton. La verdad probablemente nunca se sabra y de
todos modos no creo que importe. Sin embargo; una cosa es cierta, la notacion que se usa
hasta nuestros dias es la que propuso Leibniz, eso debe tener algun peso.

Definiciones y notacion.

El calculo diferencial es atil para medir y estudiar tasas de cambio en términos de las
pendientes de la funcion, mientras que el cdlculo integral se ocupa de determinar las
areas que se encuentran entre curvas y otras fronteras. Ambos conceptos, pendiente y
area, se pueden calcular por principios geométricos. Ya hemos visto como los griegos
estudiaron y resolvieron estos problemas en casos especiales; sin embargo, fue hasta el
siglo XVII que se encontrd una conexidn entre la derivacion y la integracion.

De hecho, para calcular el area de una figura geométrica plana, podemos utilizar otras
formas conocidas, similar al método de Eudoxo. Por ejemplo, para encontrar el area
‘aproximada’ de la siguiente funcién,

Grdfica 5.2 calcular el drea de un figura geométrica plana,

¢ A

I
-
-

X
Para encontrar el area achurada, grafica 5.2, podriamos inscribir cuatro figuras
geométricas, dos rectangulos y dos tridngulos, el area de estas figuras serian,

A=2x%10 = 20; C =0.86 x 10 = 8.6 areas de los rectangulos
1.14 % 10 0.86 x 10
B = — =57, D= — = 4.3 areas de los triangulos

Areatotal=A+B+C+ D =38.6
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Por supuesto que tendriamos un margen de error, que para reducirlos tendriamos que
considerar mas figuras geométricas que completen los espacios vacios.

Para reducir el error y facilitar el calculo, sobre todo de funciones complejas, utilizamos
mejor el calculo integral.

Ya hemos visto técnicas para encontrar la derivada F’(x) de una funcién f(x). En muchas
ocasiones es necesario proceder al revés. Se trata de encontrar f(x) a partir de la
derivada F’(x). Este procedimiento se llama antiderivacion. Por otro lado, el proceso de
integracion puede ser definido como el limite de la suma de términos, cada uno
correspondiente a la superficie de una tira delgada subtendido por la grafica de la funcion.
Definido de esta manera, la integracion ofrece un medio eficaz para calcular el area bajo
una curvay el drea y volumen de sdlidos, tales como la esfera o un cono.

De acuerdo con lo anterior, la integracién podemos estudiarla desde dos puntos de vista,
que son complementarios.

1) La antiderivada, para encontrar la funcién primitiva de la derivada de una funcién.
(Integral indefinida)
2) Como el procedimiento para encontrar el area bajo la curva. (integral definida)

5.2 Antiderivada y funciones primitivas.

El teorema fundamental del calculo establece que la integracién y la derivaciéon son
operaciones inversas. Es decir, al integrar una funcién f’(x) obtenemos la funcién original,
o primitiva, F(x). Si lo vemos desde el punto de vista de la Economia, la integral de una
funcién marginal es igual a la funcién original. Como veremos mas adelante; la integral de
la funcién de ingreso marginal es igual a la funcidn de ingreso.

Supongamos que f(x) es una funcién cualquiera y que F(x) es una funcion cuya derivada
es f(x), esto es, F'(x) = f(x). Llamamos a F(x) como la antiderivada de f(x).

Ejemplos: Encuentre la antiderivada de las siguientes funciones.

e f'(x) = 2x, la antiderivada es F(x) = x?2, entonces F es una funcién primitiva

de f
o fix)=—+3x?
Primero rescribimos f'(x) = x~° + 3x?2, la funcién primitiva F(x) = —ix“‘ + x3

Existen diferentes funciones que resultan de la misma derivada. Si modificamos un poco la
funcién primitiva del ejercicio anterior.
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F(x) = x2 + 5, o bien
F(x) = x? — 8, 0 en forma general cualquiera de la forma
F(x) =x%+c,

La derivada sigue siendo la misma. El valor de ¢ es una constante llamada, constante de
integracion.

Ejemplos: Encuentre la antiderivada y determine la funcion primitiva.

a)

b)

Si f'(x) = 2x, suponga que un punto de la funcién F(x) es (2,8).

Solucién, La antiderivada por tanteo es F(x) = x? + ¢, para encontrar la funcién
primitiva debemos encontrar el valor de la constante c. Sustituimos en punto (2,8)
en la funcién primitiva.

F(x)=x?>+cPara(x =2,F(x) =8) es 8=22+cdedondeyc =4
Por lo tanto, la funcién primitiva especifica es F(x) = x? + 4

La funcién de ingreso marginal de una empresa es r'(x) = 12 — 0.025x2. Si el
ingreso total es de cero cuando no se vende ninguna unidad ¢cual es la funcién de
ingreso total del producto?

Solucioén, La funcién de ingreso total es
0.025

R(x) = 12x — x3+c
Por otro lado, si no hay ventas el ingreso es cero; si x = 0, R(x) = 0, sustituimos
en la ecuacién anterior, nos queda

0.025(0)3
0 =12(0) —%-I—C

I
o

0.025 3

Finalmente R(x) = 12x — 3

Si se sabe que la funcion de costo marginal para la elaboracion de un producto es
¢'(x) = 4x + 10.3 y el costo total cuando se fabrican 20 unidades es de $15,400
pesos. Determine la funcién de costo total.

La antiderivada, por tanteo es
C(x) =2x?>+10.3x +c
Six =20y C(20) = 15,400, sustituimos estos valores en la ecuacién anterior
15,400 = 2(20%) + 10.3(20) + ¢ =~ ¢ = 15400 — 800 — 206 = 14,394

La funcién de costo total sera entonces, C(x) = 2x? + 10.3x + 14,394
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5.3 Integral indefinida o Cdlculo de primitivas.

La simbologia utilizada para expresar el calculo de primitivas es,

ff(x)dx =Fx)+c

El simbolo [ es el signo de integral y dx indica la variable de integracion. La notacion
completa [ f(x) dx se lama Integral indefinida.

Siempre se escribe la variable de interés en esta expresion, si la variable de interés es t, en
lugar de x, tendriamos que escribir [ f(t) dt. Esta simbologia fue introducida por Leibniz
(1646-1716)3.

Llamamos integral indefinida de una funcién f'(x) a la familia de antiderivadas, o de
primitivas, de la funcidén F(x). Por otro lado, la integral definida esta relacionada con
encontrar el area bajo una curva, en esencia como lo hace el método de exhaucion,
aunque expresado en notacién de Leibniz. Es decir, dada una funciéon f(x) buscamos
encontrar el drea bajo la curva en un intervalo dado [a, b], en forma gréfica equivale a,

La integral definida relaciona entonces dos conceptos; el drea bajo la curva de una funcién
f(x) y la antiderivada, su estudio lo veremos mas adelante.

Utilizando la notacidon adecuada de integracidn, los ejercicios anteriores, los rescribimos
de la siguiente manera.

3 “De acuerdo con los cuadernos de Leibniz, el 11 de noviembre de 1675 tuvo lugar un acontecimiento
fundamental, ese dia empled por primera vez el calculo integral para encontrar el drea bajo la curva de una
funcién y = f(x). Leibniz introdujo varias notaciones usadas en la actualidad, tal como, por ejemplo, el
signo "integral" [, que representa una S alargada, derivado del latin "summa", y la letra "d" para referirse a
los "diferenciales", del latin "differentia". Esta ingeniosa y sugerente notacion para el calculo es
probablemente su legado matematico mas perdurable.” Leibniz paso gran parte de su vida en disputa con
newton y otros por la paternidad del calculo; hoy en dia se emplea la notacidn de Leibniz y no la de Newton.
Tomado de http://es.wikipedia.org/wiki/Gottfried_Leibniz
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[2xdx = x*+c delamismamanera

—+2x)dx=—x"*+x3+¢
x5 4

Ejemplo. La funcién de costo marginal de una organizacién de productores artesanales es
0.45x2 — 2x + 30, donde x es el nimero de articulos producidos en un dia. Los costos
fijos son de S 350 pesos por dia.

a) Encontrar el costo total de produccion por dia.
b) Si el nivel de produccién es de x = 20. Determine el costo si la produccién aumenta a
x = 40 unidades.
Solucion,
a) Sea C(x) el costo de producir x unidades por dia. La derivada es el costo marginal
c’'(x), asi para encontrar la funcién primitiva de costo total.
0.45 2
C(x) = f(0.45x2 —2x +30)dx = Tx3 —Exz +30x + ¢
=0.15x3 —x%2 +30x + ¢
Los costos fijos de $ 350 pesos se utilizan, incluso si se producen cero articulos,
x = 0, esto es C(0) = 350. Asi, para encontrar la constante de integracién c.
350 = 0.15(0)3 — (0)2+30(0)+¢ ~ ¢ =350
La funcién de costo total sera entonces,
C(x) = 0.15x3 — x2 + 30x + 350
b) El costo cuando x = 20 es €(20), y cuando x = 40, el costo es de C(40), el
incremento en el costo sera entonces la diferencia entre C(40) — C(20)
C(40) = 0.15(40)3 — (40)? + 30(40) + 350 = 9550
C(20) = 0.15(20)% — (20)? + 30(20) + 350 = 1750
El incremento en el costo es C(40) — C(20) = $7,800
54 Reglas bdsicas de integracion.

En una gran cantidad de casos no es necesario encontrar la antiderivada por tanteo. Como
en las derivadas, existen reglas de integracién que nos permiten calcular una integral
elemental de manera directa. Por supuesto que en muchos casos se requiere aplicar otras
técnicas, que veremos mas adelante, y en otros simplemente no es posible su solucién.
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Estas ultimas se resuelven por medio de métodos numéricos vy si es posible con el apoyo
de computadoras, estas técnicas no se incluyen en este libro.

Las reglas mds usuales para calcular la integral de funciones elementales son las
siguientes.

Sean las funciones f(x) y g(x) y k una constante

1) Regla de la funcién constante

fkdxzkx+c

2) Regla de la potencia

xn+1
fx”dx= +c¢ paran#+ -1
n+1

3) La integral del producto de una constante por una funcién es el producto de la
constante por la integral de la funcidn. Si k es una constante

kxn+1
ka”dxzkfx"dx=n+1+c paran # —1
Ejemplos:

a) [2dx=2x+c
b) [—5dx=—-5x+c

3 3
o) [idx=>x+c

2

d) f4xdx=4fxdx=%+c

3 3dx =3 (x3dx =32 o=
e) [txdx=C[x dx =cos+e=5+c¢

3

1
7+1 =
f) f5\/§dx=5f\/§dx=5xl+1+c=5x =13—O\/F+c=13—0x\/§+c

N w

1 4 4
1 x§+1 x3 3x3
g) fxsdx—%+0—%+6—7+c

h) [4x3dx=4[x*dx=x*+¢

- 1
i) f%dx:Sfx‘%dx=5<_xT22+1)+c:5<%>+c:10\/}+C
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4) Linealidad. La integral de la suma o diferencia de funciones es la suma o diferencia de
las integrales de las funciones. Sean f(x) y g(x) funciones integrables.

[Ur £ geotax = [ rear £ [ gayax+ ¢

Ejemplos:

a) [(2x3—x?—4)dx=2[x3dx— [x?dx— [4dx

x4+ x3 x4 x3
=ZZ—?—4x+c=7—?—4x+c

2 2
b) f(§+%)dx=§fxdx+f%dx=§%+§+c=%+§+c=%x(x+3)+c

2

c) f(\/z—z—B\/E)dxzfﬁdx—fS\/E dx =2 [ x72dx — 3 [ x2dx =

2
=4\/§—3§x%+c=2\/§(2—x)+c

d) La funcién de ingreso marginal de una empresa es I'(x) = 2050 — 18x — 4x2.
Determinar la funcién de demanda, el valor de la constante ¢ se determina bajo el
supuesto de ingreso cero.

La funcién de ingreso es,

I(x) = f(ZOSO —18x — 4x?)dx = f 2050 dx — f 18x dxf4x2dx
18 4 4
= 2050x ——x2 —=x3+ ¢ =2050x —9x? —=x3 +¢
2 3 3
Suponiendo que no se ha vendido ninguna unidad, el ingreso total es cero.
4
0 =2050(0) —9(0)2 — 5(0) +c¢ porlotanto ¢ =0
Al sustituir en la funcién de ingreso tenemos,

_ o2 X 3
I(x) = 2050x — 9x 3*

Como el ingresoes I = x D despejamos vy la funcion de demanda es

I(x 4
D(x) = % = 2050 — 9x —§x2

5) Regla del logaritmo. Excepcién de la regla de la potencia.

1
J;dx=ln|x|+c x+0
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6) Funcion exponencial.

fexdxzex+c

) [IF@ f (dx = L8 4 ¢

+

Ejemplos:

a) [(5x —3)3dx
En este caso f(x) =5x —3 vy f’(x) =5, para aplicar la regla 7 modificamos la
integral, multiplicamos y dividimos por el mismo valor, en nuestro ejemplo 5. No se
altera el resultado y podemos aplicar la regla.

1 1(5x —3)* (5x — 3)*
— —13)3 - 7 - 7
5f(Sx 3)° 5dx z 2 +c 50 +c

b) [V2x+6dx

Hacemos f(x) = 2x + 6y f’(x) = 2, modificamos la integral

1 . 1(2x + 6)3 (2x + 6):
21(2x+6)22dx=ET+C=T+C

2

3
<) f(6x+5)4 dx

Hacemos la transformacion,

3[(6x+5)"*dx vy f(x)=(6x+5), f(x) =6 efectuamos la modificacién y,

3f6 +5)"* 6d —3(6x+5)_4+1+ = ! +
g | (6x+5)7 bdx =3 T T e6rx+5)3 " ¢

8 [f'(x)e@Pdx =e/™ +¢
Ejemplos:

a) f3e§dt
Hacemos f(t) =§ y su derivada f'(t) = ;, para aplicar regla 8, modificamos la
integral,
t rn t
3(5) [ es (E) dt = 15e5 + ¢

b) [3xe*dx
La derivada de la funcién f(x) = x? y f'(x) = 2x, se modifica la integral,

EJ‘erxzdx —Ee"2 +c
2 2
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) [6xe3 +2dx

Calculamos la derivada de f(x)3x% + 2 y f'(x) = 6x, entonces
f6xe3x2+2dx — e3x2+2 +c
eZt
d J(5-3e>+-)dt
Se aplica laregla 4 y la regla 8.

2t 1
J.(S—3e_5t+eT)dt=dex—Bfe‘Stdt+Zfe2tdt

1 3 1
=5t—3fe‘5tdt+zf82tdt=5x+§fe‘5t(—5)dt+§f62t (2)dt

3 1
= 5t+§e_5t +§e2f +c

e) [mdx
Si modificamos a [ 4 e 2*"3dx entonces f(x) = —2x — 3y f'(x) = —2, asi
4
) f(—Z) e 2 3dx = —2e 3 +¢
fr(x)
9) |—=dx=Inf(x)+c
) [ fox) +

Ejemplos:

a) f dx

x+10
La funcién f(x) = x+ 10 y f'(x) = 1, entonces

j D e+ 10) +
x+10 W ¢

b) [ dx

2x3+5
Si tomamos f(x) = 2x3 + 5, f'(x) = 6x? aplicamos regla 9

6x?
f dx =In(2x3+5)+¢

2x3+5
2x+3
) f3x2+9x—5 dx
Obtenemos la derivada de f(x) =3x2+9x —5, f'(x) = 6x+ 9 de tal manera
que,
1 3(2x+3) 1
) — 7 =] 2 —
3f3x2+9x—5dx 3 n(3x*+9x —5) +c
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Ejercicios.

1. [(x*+5)° 2xdx
2. [V2x2+6 2xdx
1
3 g U
4. [6e®* dx
5 [6xe™™ dx
6. f[g—? dx
7. [(4e?** +3x2 — x3/*) dx
x* 2 2
8. J(F+a3)dx

9. El valor de los activos de un productor agricola es de $3,500,000 pesos y la tasa de
cambio que le corresponde es de Z—I: = 8e%95t, donde t es el tiempo en afios que

tienen los activos y V es el valor total.
a. Encuentre V(t)
b. Determine el valor de los activos 20 afios después.

10. Suponga que el costo marginal para un producto estd dado por ¢'(x) = 4001, donde x

2x+
es el numero de unidades producidas.

a. Encuentre la funcion costo
b. Si producir 5 unidades cuesta 51980 pesos écudl serd el costo de producir 50
unidades?

11. Una empresa que fabrica componentes electrdnicos estima que el costo marginal de
producir x reguladores de voltaje por dia es de 0.12x+10. Si los costos fijos por dia son
de 51500 pesos. Encuentre el costo de fabricar x reguladores de voltaje por dia.

12. La produccion mensual de una empresa es p(x). Suponga que la tasa de produccion

mensual es de 30 + 4x — %xzunidades por mes. Encuentre la produccion mensual
p(x). (puede considerar la tasa de produccion como p'(x) y p(0) = 0.
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5.5 Integral definida

La integral definida es un concepto utilizado para determinar areas limitadas por curvas y
rectas. Sea f(x) una funcién derivable y continua en el intervalo [a, b]; y sea F(x) una
funcidn primitiva de f(x) sobre el intervalo [a, b], se llama integral definida de la funcién
entre los puntos a y b al drea de la porcion del plano que esta limitada por la funcidn, al
numero real A, que resulta de calcular.

b b
A= f F) dx = F@)I| = F(b) = F(a)

Grdfica 5.xx grdfica de una funcion en el intervalo [a, b]

L

f f{x)

W

a b

El area comprendida entre la grafica de una funcién continua positiva f(x), el eje de las
absisasy lasrectasx = ayx = b esigual a,

A= jbf(x) dx

Los numeros a y b se llaman limites de integracion, a es el limite inferior y b el limite
superior, usualmente a < b

Para evaluar estas integrales realizamos dos pasos,

a) Obtenemos la integral utilizando las técnicas para evaluar integrales indefinidas y
determinar antiderivadas, integrales infinitas. Estos métodos siguen siendo validos
para evaluar las integrales definidas

b) Se evalua la integral indefinida para el limite superior de la integral y el resultado
se resta del valor que resulte de la evaluacién en el limite inferior. El resultado es
un numero que es el area bajo la curva. La constante de integracién desaparece
para este calculo.
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Ejemplos. Evaluar las siguientes integrales definidas.

a) f24(4x3 —3x% + 5)dx y®
En primer lugar, resolvemos la integral "
indefinida, de acuerdo con la regla 4,

4 4
fz (4x® —3x* + 5)dx = fz 4x3dx —
f; 3x%dx + f; S5dx = (x4 —x3 4 SX)I; @

100

Evaluamos la integral definida de acuerdo —=
con los limites de integracion.
=[4*—-42+5@)] —[2*-22+5(2)] =212 - 18 =194
El drea bajo la curva es 194.

t
1

b) f__:(xz + 2x) dx

Aplicamos regla 4,
f__:(xz +2x)dx = f__53(x2 + 2x) dx +
f__53(x2 +2x)dx = %3 + x2| :g =
(S5 + 2] - [SF+ 7] = 0

( 50)_50
3/ 3

fix)

. ) 50
Area bajo la curva es ey

1
o J. e*’x2dx
Completamos la diferencial y aplicamos la regla 8.

1 3 1 33
xX° A2 — x> 2.2 —
Jse¥ xtdx = [ e* Sx?dx

1,1 .3 3 3
z x 2 —1,x°1 _1,(1) 1
Sf_se 3x“dx = ze |'5— et —2 o

1
3
= 0.906 — 0.377 = 0.528 15 4

d) f3 x dx

1 x2+3
Completamos la diferencial y aplicamos la regla 9. v

3xdx_l 32xdx_l 2 3 _
fl 23 = 291 x2gg 21 +3)l =

%Ln(32 +3)— %Ln(lz +3) = 1.2425 —
0.693 = 0.55

7(x)

|
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Propiedades de la integral definida

Sean f(x) y g(x) dos funciones integrables en el intervalo [a, b], y k un ndmero real. La
integral definida cumple las siguientes propiedades:

e Laintegral extendida en un punto, [a, a], es igual a cero. No hay area.

faf(x)dx =0

a
e La integral del producto de una constante por una funcidn es igual a la constante
por la integral de la funcion.

fbkf(x) dx = kjbf(x) dx

e La integral de la suma de funciones es igual a la suma de sus integrales
o . (b b )
individuales. Si [ " f(x) dx y [ g(x) dx existen, entonces,

b b b
[ e tgetar = | feodxt | gedx

e Si f(x) es continua en el intervalo [a, b], al permutar los limites de una integral,
ésta cambia de signo.

Lbf(x) dx = —Laf(x) dx

e Si f(x) es continua en el intervalo [a,c], y sean tres puntos tales que a < b <c,
entonces se cumple

j:f(x) dx = Jabf(x) dx +chf(x) dx

5.5.1 Calculo de areas

Porqué utilizar el calculo integral y no la geometria para encontrar areas, la razén quiza es
gue la geometria solo nos permite encontrar areas de figuras conocidas como rectangulos,
circulos, etc.

Anteriormente calculamos el area bajo la curva de una funcién continta delimitado por un
intervalo [a, b] y las dos rectas que delimitan los intervalos, de ecuaciones x = ay x = b.
Este principio puede servir también para calcular las dreas comprendidas entre curvas, por
simples operaciones aritméticas de adicion y sustraccién.
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Sabemos que para encontrar esta area bajo la curva utilizamos la integral definida

f:f(x) dx en el caso de que f(x) = 0 ena < x < b. Es claro que en este caso hablamos
de dreas positivas, que se encuentran superiores al eje de las x's. Por lo contrario, en el
casoenquey = f(x) ylaslineasx =ayx = by el eje x's cuando f(x) < 0, el area esta
situada debajo del eje x. El area total de una funcidn estara dada por la expresién,

Areatotal = Z(éreas superiores al eje x) — Z(éreas inferiores al eje x)

Ejemplos.

a) Hallar el drea limitada por la funcién f(x) = 5x + 6 — x3 — 2x?, el eje horizontal y

b)

lasrectas x =1yx = -3

Solucién: El gréfico nos dice que se trata de dos dreas una superior y otra inferior al
eje horizontal, de esta manera la solucién es,

Grdfica 5.xx grdfica del drea que forman las funciones.

y = f(x)

f_ll(Sx +6—x3—2x*)dx — f__31(5x +6—x°—2x)dx =

r 4 3 4 3
= [Px2+ex - 2|1 —[Ex2+6x—x——Zi I=

| 2 4 3 1 2 4 3 3
_[(342 _1 200N (5. 1)2 1y o Gnt 203
- _(21 +6(1) 4 3 ) (2( D*+6(-1) 4 3 )]

[(5 2 -D*  2(-1)3 5 2 (=3)*  2(-3)%\] _
—[GED* + 6D - =) - (3 + 6= - - -5 =
[9_1+3_7 _[_2_2]=£+E= 16
12 12 12 4 3 3

Encontrar el drea entre las curvas y = x2,y =+/xylasrectas,x =0y x = 1
Solucion:

Recordemos que la integral definida nos da el area bajo la curva de una funcién.
Para encontrar el area que nos piden debemos encontrar el drea bajo la curva de la
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funcién y = v/x y restar el drea de la funcién y = x? y delimitada por las rectas.

Asi, el area total sera,

Grdfica 5.xx grdfica del drea entre dos funciones.

mismo intervalo.

3

En el caso de areas formadas por dos
curvas, como en este ejemplo, por
consideraciones geométricas, el drea de
e la interseccion se calcula restando a la
integral de f(x) en el intervalo [—1,1] el
valor de la integral de g(x) para ese

1 1 1 2 3 x3 2 .83 ()3 1
Jo Vxdx = xzdx:fo(\/f—xz)dngxZ—x?léz [5(1)2_71_025

Ejercicios

1.

Resolver las siguientes integrales definidas.
5 (2
1.1. f—l (E) dx

1.2. f_42\/5 + 2x dx
1.3. f136e‘3xdx

5 3 1
1.4. fZ (xz + x_3 - \/ﬁ) dx

1.5. f_ll(e‘zx+3 + 2x% + 2)dx

Encontrar el drea bajo la curva limitada por las siguientes funciones.
21.y=3x—-1, x=2;, x=4

22.y=(x—-2)% x=2; x=3

2.3.y =20 — 3x?%; lalineax = 2y los ejes coordenados.

2.4.y =5x — x%; y=5/4\/§ yentrelaslineas x =1y x =4
3x
25 y=e+; y=4—-2x%x=1yelejedelasy's
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5.6 Aplicaciones a la economia.

Hasta ahora hemos visto aplicaciones importantes del cdlculo integral para obtener
primitivas y el area bajo la curva de una funcion, de igual manera es util en la Economia
para resolver una gran variedad de situaciones, algunas de las cuales vamos a tratar en lo
que sigue.

5.6.1 Valor futuro y valor presente de un flujo continuo de dinero.

En economia se estd interesado en conocer el valor futuro del dinero o que capital hay
que invertir y a que tasa de interés i para que al después de t,, afios obtengamos un
capital k(t). Supongamos que anualmente depositamos $200 pesos a una cuenta de
inversién a una tasa de interés del 5% anual. La pregunta es ¢Cudnto valdria nuestro
capital 5 afios después?

Este tipo de transaccién en economia se le llama valor futuro de un flujo constante de
ingreso y la férmula para calcula este valor futuro es,

tn '
V= i k(t)eitn=0dt

Donde k(t) es el capital, t,, son los afios de inversidn constante, i es la tasa de interés en
porcentaje. Esta férmula también se puede expresar como.

tn . tn . . . tn .
Vr = i k(t)e'tnDde V= O k(t)eltne"”dt=k(t)e”njo e ltdt

Para nuestro ejemplo, el depdsito diario de 0 a 5 afos, si la tasa de recepcion del ingreso
desde que t = 0 hasta que t = 5 es k(t) por unidad de tiempo y el ingreso se deposita a
medida que se recibe en una cuenta que paga interés a una tasa i por unidad de tiempo,
compuesta en forma continua, entonces el valor de la cuenta a tiempo t =5 es.

1% _fszoo 0.05(5—t)dt_ 200 ° 0.05(5-t) 0.05)dt = 4000 0.05(5—t)|5
=) e = T005),°¢ (=0.05)dt = e 0

= —4000( 05(5-5)) — ¢0.05(5-0)) = _4000(1 — e /4) = $1,136.10

Es el valor futuro que se tendra después de 5 afnos.

El valor presente de un flujo de ingreso que se deposita anualmente, por ejemplo, a una
tasa de interés i en un plazo de t,, afios,
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tn
V= k(e "dt

0

Supongamos que, de acuerdo con datos histéricos, una empresa rural generard ingresos
anuales de $150,000 pesos por los préximos 8 afios. Si la tasa de interés i anual es del 4%
¢Cudl es el valor actual de la empresa?

150,000

8
v, = | 150,000 e-00%gs = —>———
p fo ¢ ~0.04

8
f =004 (_0,04) dt =
0

_ 150,000
 —0.04

= —3,750,000[0.7265 — 1] = $1,026,937.5

e0.04t|g — _3’750'000[60.04’(8) _ 60'04(0)] =

5.6.2 Excedente del consumidor.

Un problema relevante de la economia aplicada es desarrollar una medida de las
ganancias o pérdidas que experimentan los individuos como consecuencia de las
variaciones de los precios.

Grdfica 5.xx Curva de demanda
Una manera de asignar un costo monetario a esta
variacién es a través del Excedente del consumidor ¥t
gue permite estimar las ganancias o las pérdidas de

bienestar a partir de la informacién sobre la curva de 1
demanda de mercado del bien. : ¥ R
¢ U
El excedente del consumidor se define como la f .
diferencia entre el precio maximo que estaria a"?__r"
dispuesto a pagar por un bien y el precio que 1'~|

realmente paga.

Un consumidor va a una tienda a comprar un litro de
leche a un precio de 12 pesos. Si embargo, al llegar la
leche tiene un precio menos de 11 pesos. Puesto que i
el consumidor estaba dispuesto a pagar 12 pesos

tiene un excedente de 1 peso.

n!lc- o o

£

Si el precio del mercado es y, y la demanda es x;, aquellos consumidores que estén
dispuestos a pagar un precio superior al del mercado, ganan. El consumidor estaria
dispuesto a pagar y; por una cantidad inicial x;, un precio de y,, por una cantidadx, y asi
hasta la cantidad x, en donde coincide el precio que paga y el que esta dispuesto a pagar
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Yo- En la grafica es la regidn que muestra la diferencia entre la disposicion marginal a
pagar y el precio del mercado.

Al aumentar el precio, el consumidor tiene que gastar (y; —Yp)x; mas unidades
monetarias para adquirir x; productos, lo mismo tendria que gastar para adquirir x,

unidades, (y, — yo)x,

Pero a su vez el aumento del precio hace que los consumidores reduzcan la demanda, de
X, a X1. El drea sombreada es la variacion del excedente del consumidor y se evalua como,

Xo
Excedente del consumidor = f f)dx — xoy,
0

Ejemplo. Si la funcién de demanda es y = 40 — 6x — x2, determinar el excedente del
consumidor si x, = 2 y cuando y, = 13

0

Rom

Solucion,

Si x, =2, el valor de y, correspondiente es y,(2) =40 —6(2) — (2)? = 24. El
excedente del consumidor (EC)

2 %312
EC = f (40 — 6x — x?)dx — (2)(24) = l40x —3x% - —l
0 3

0

—(80 12 8) 48—196 48—52
B 3 3 3

Si yo = 13, el valor de x, correspondiente es 13 = 40 — 6x, — x,%. Los valores que
satisfacen esta ecuacion son,

40 — 6x) — X2 =13 > xo(xy + 6) = 27

Los valores que satisfacen la ecuacién son, x, = 3 y x, = —9, tomamaos el valor positivo.
Asi, el excedente del consumidor (EC)
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3 %3 3
EC = f (40 — 6x — x¥)dx — (3)(13) = [4096 — 3x* ——l
0 3 0

27
=<120—27—?)—39=84—39=45

5.6.3 Excedente del productor

El excedente del productor es la diferencia entre el Y Curva de oferta
precio minimo que percibe el productor y el precio
al que estaria dispuesto a vender sus productos. El
productor obtiene el excedente del productor
cuando los consumidores estan dispuestos a pagar
mas que el precio minimo del productor. Son las
ganancias adicionales de los productores, debido a
la competencia del mercado. Es la diferencia entre
el precio que realmente recibe el productor y el X,
minimo que esta dispuesto a recibir. cantidad

y=f(x)

o~0a=7

Y (/] (XO’ YO)

La ganancia total de los productores o Excedente del productor esta dada por el area
entre la curva de oferta y la recta horizontal y,. Y se evalua entonces asi,

Xo
Excedente del productor = xyy, — J f(x)dx
0
Ejemplos:

a) Encontrar el excedente del productor para las siguientes ecuaciones de oferta y el
nivel de precios x

i. y=0.01x+3; x, =200

Primero calculamos el valor de y, = 0.01(200) +3 =5

Excedente del productor
(200} 5)

y El Excedente de productor (EP)

PR . y=001x +3

EP = (200)(5) — [**°

o (0.01x + 3)dx =

= 222 4 3x| %0 = 0 — 0.005x2 + 3x| °{°

e = 1000 — 800 — 0 = $200

. x2
ii. y=?+1; Xo=3
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De la misma manera que en el

ejercicio anterior, iniciamos por
1/

calcular del valor de y, O | Excedente del productor

32
El excedente del productor es,
3 (x?
EP=3)@) - f; (5+1)dx=
_ x 3 _ _
—6—;+x|0—6—4—0—$2

(3,2)

2
=g +1

L

b) Las ecuaciones de demanda y de oferta

de un cierto producto agricola son;y; y

Ys-

i) Encontrar los valores de equilibrio.
ii) Dibujar y encontrar el excedente del
productor de los siguientes modelos, ol

T
¥ Demanda=12 - X
ul 50
{100, 1/0)/

Excedente del productor

| Oferta = X t5
§ 20

Ya=12-35y yo=—+5 g e |

En primer Igua|amOS |aS ¢ N 0 W O H N KN W W N 1IN ]S:O

ecuaciones para encontrar el punto de equilibrio.

12 x x+5 125 x+x . 5x + 2x
—_——_— = — -5 =4 —- = —
50 20 50 20 100

Se despeja y se obtiene x,,

700 =7x - xo =100

Entonces Vo = % +5=10

El punto de equilibrio es (100,10). Con estos valores encontramos el
excedente del productor.

EP = (10)(100) — [;*°(Z +5) dx = 1000 — [= + 5x] 180 _
= 1000 — 750 = $ 250
Yd=80—2.5x2 y Yy, =8+8x

El punto de equilibrio.

80 — 2.5x% =8 + 8x
80 — 8 = 2.5x% + 8x
0=25x*+4+8x—72
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Resolvemos la ecuaciéon de 29 %]

grado 0 Demanda =80 - 2.5 x2
’
@
—8+,/64—4(2.5)(-72)
xO 1= 204
’ 2(2.5 {4,40)
—8+28 32 1| Excedente del productor,
Xo1 = =4,—— :
' 5 5 20

Oferta=8+8x

p‘!U-—

Evidentemente tomamos el valor -]
positivo y entonces x, =4 con
este valor buscamos el valor correspondiente de y, = 8 + 8(4) = 40. El
punto de equilibrio se encuentra en (4,40). Asi, el excedente del
productor que resulta es,

* 4
EP = (4)(40) — f (8+8x) dx = 160 — [8x + 422] =
0

=160 — 96 = 64
5.6.4 Beneficio maximo.

En general, el beneficio en una empresa y lo que determina su nivel de produccién en la
diferencia entre,

beneficio = Ingresos totales — costo total

Una decisidon importante que tomar es écuanto producir? Y la respuesta tendria que ser
cuando el beneficio es maximo. En condiciones de competencia perfecta, el beneficio
maximo se alcanza cuando el ingreso marginal es igual al costo marginal. En un grafico
tendriamos lo siguiente,

20T

Ingreso marginal r'{g)

Costo marginal c'(q)

De esta manera, el beneficio maximo lo obtenemos,

Beneficio maximo(mt,q,) = fa[r’(q) —c'(@)]dq
0
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Ejemplo.
Si el precio y la cantidad vendida en una organizacién, en situacion de competencia
perfecta, se determinan por las funciones de demanda y(x) =9 — 7x? y de costos

3
X . . . ;.
c(x) = —5 x? + 5x. Determinar el beneficio maximo en este punto.

Fijamos las funciones marginales de ingreso y de costos. En el caso del ingreso
tendriamos,

Ingreso total= (9 — 7x®)x = 9x — 7x3 y el ingreso
marginal 7’ (x) = 9 — 21x? 10 7

El costo marginal ¢'(x) = —x? — 2x + 5 /

Estas funciones se representan en la gréfica,

Ingreso marginal

Para maximizar el beneficio, igualamos las funciones de T

. ] Costo marginal
ingreso y de costo marginal,

9 —21x%? = —x?>—-2x+5
9 —21x%?+x*42x—-5=0 ' ' "\ '

0.5 1.0
—20x%2+4+2x+4=0
La ecuacion tiene como solucion,
1 2
Xy ==YXy =—=
175 Y X2 5
Solo x; tiene sentido econdmico, de esta manera,
L 12 ’ 20 o 1/2 17
Beneficio maximo = f (—20x* + 2x + 4)dx = —?x +x°+ 4x] 0 - 12
0

5.6.5 Curva de Lorenz.

En economia se utiliza la curva de Lorenz para describir la distribucion del ingreso de las
familias en un pais. La curva de Lorenz toma valores reales entre [0,1] con puntos
extremos (0,0) y (1,1) y es continua, creciente y cdncava hacia arriba.

En esta curva se relacionan los porcentajes acumulados de poblacién, generalmente
divididos en porcentajes acumulados de ingreso que esta poblacién recibe. En el eje de
abscisas se representa la poblacién "ordenada" de forma que los percentiles de ingresos
mas bajos quedan a la izquierda y los mas altos a la derecha.
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Grdfica 5. Curva de Lorenz

100 , Los puntos en la curva se determinan
ordenando todas las familias segln sus
ingresos y se calculan los porcentajes de
ellas con respecto al total. No hay
familias con ingreso ‘cero’ y la suma del
ingreso de todas las familias es ‘uno’.

Recta de equidistribucion

Si la curva coincide con la recta de

equidistribucién, tendriamos una

condicidn de ingreso equitativo. El area

= = = : entre la curva de Lorenzy larectay = x

% acumulado de la poblacién mide en cudnto difiere la distribucién

(decles) del ingreso del ingreso equitativo. En

otras palabras, mientras mas se acerque la curva de Lorenz a la recta de equidistribucion
es mas equitativa; por lo contrario, si se aleja serd menos equitativa.

% acumulado del ingreso

:

Se llama coeficiente de desigualdad a la relacién,

Area entre la curva de Lorez y la recta de equidistribucién

area bajo la recta de equidistribucion.

El drea bajo la linea de equidistribucion es un rectangulo de base y altura la unidad,
entonces el coeficiente es,

[Fxdx = L1 dx

0 0 !
L= 1/2 = 2]; (x — l(x))dx

Cuando este coeficiente cero, la distribucién del ingreso es equitativa y mientras se
acerque al valor de uno, la distribucidn serd mas inequitativa.

Ejemplo:

Encontrar el coeficiente de desigualdad si la curva de Lorenzes y = f(x) = 1—29(2 + %Gx,
15 1
L—Zj [x— —x +—x ]dx—zf [——x +—x]dx—2 16)[ (x —x?)dx
0
15[x%2  x3 1_15(1 1 O)— 5 ~ 0312
~ 8|2 3|0 8\2 T16

¢Qué proporcidn del ingreso recibe el 20% de las familias?

15 1

El 20% de las familias recibe el 5% del ingreso total.

256



Ejercicios.

1. Una persona deposita $100 pesos en una cuenta de ahorro a una tasa de interés
compuesto continuo del 5% ¢écudl serd el valor del dinero durante los proximos 10
afos?

2. Suponga que una cantidad es depositada constantemente en una cuenta de ahorro a
una tasa de 54500 pesos por afio. Determine el monto al final de 6 afios, con una tasa
de interés compuesto continuo del 6%

3. Encuentre el excedente del consumidor productor para las siguientes funciones de
demanda, a un nivel de venta x
3.1. pg = 10/(3x + 25) a un nivel de venta de 20 pesos.

3.2. pg = 1+ (x + 3)? a un nivel de venta de 3 pesos.
3.3. pg = 2 + 2x? a un nivel de venta de 2 pesos.

4. Encuentre el excedente del productor para las siguientes funciones de oferta, a un nivel
de venta x
4.1. p; = 54 0.01(x — 1)? a un nivel de venta de 25 pesos.

4.2. ps = 4 + 2\/x a un nivel de venta de 36 pesos.
4.3. p; = 3 —0.001(2x — 0.1)? a un nivel de venta de 3 pesos.

5. En un mercado de competencia perfecta, para un producto dado. Calcular los
excedentes del consumidor y del productor para las siguientes funciones de demanda,
51.p4=10/(3x +25) yps =5+ 0.01(x — 1)?

5.2. pg =_?8x+8 yps = 2 + 2x?
53.pg = —%xz +1yp,=—138 +§(x + 2)?

6. La distribucion del ingreso de un pais sigue la curva de Lorenz y = %xz + %x. cQué

proporcion del ingreso recibe el 12% de las familias?

5.7 Técnicas de Integracion.

Recordemos que la integracidn es el proceso inverso de la derivacién. Sin embargo, la
integracién es mas complicada de llevar a cabo. Si en una funcién se incluyen funciones
elementales, como f(x) =e* o g(x) = x", encontrar su derivada es simple. Por otra
parte, hemos visto métodos de calculo que nos permiten diferenciar, casi cualquier funcién que
pueda escribir. Si bien, para muchos de los problemas de integracion se tienen féormulas que
permiten su solucidn directa, en algunos no tenemos un procedimiento simple. Por ejemplo, para
encontrar la antiderivada de una funcion elemental como f(x) = e** no es tan simple. Incluso en
casos donde la antiderivada existe, la técnica para encontrarla es dificil. Por esta razén
presentamos estas tres técnicas de integracion para hacer frente a este tipo de problemas.
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5.7.1 Integracion por sustitucion

Este método de integracién por sustitucién también se le conoce como método de cambio
de variable. Se basa en realizar un reemplazo de variables adecuado que permita convertir
el integrando en algo sencillo con una integral o antiderivada simple. Este método del
cambio de variable es la version integral a la regla de la cadena en la derivacion.

Por la regla de la cadena sabemos que, dadas dos funciones f(x) y g(x) y F(x) es la
antiderivada para f(x), la regla de la cadena establece que,

d ! !
P [F(g(x)] =F'(g(x)g'(x)

Sustituimos F’(x) por f(x)

d !
—[F(g()] = Fg())g' @)

Si integramos esta funcion tenemos,

d
[ £ 1FGe = [ geng cax
Finalmente

[ (99 ax = Fge) +¢

Para la integral definida tendremos,

b
[ £le@)g@ax = regen!?
Ejemplos:

a) Sean [(3x% + 2x3 + 3)(6x? + 6x) dx
Hacemos u = (3x% + 2x3 + 3) vy su diferencial Z—Z = 6x + 6x2

Despejamos y tenemos
du = (6x + 6x%)dx
Sustituimos los valores de u y du en la integral original y nos queda
u>
udu=—+c
2
Finalmente remplazamos los valores originales y tenemos la solucién.
2 3, 2)2
_ (3x2+2x3+3)

[(3x? + 2x3 + 3)(6x?% + 6x) dx = ——+c
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Una forma alternativa de resolver este problema seria multiplicar los polinomios y
después realizar la integracidn; sin embargo, el método de cambio de variable es
mas rapido.

b) [(3x —3)?dx
En este ejercicio hacemos u = 3x — 3 la diferencial es du = 3dx vy % = dx

sustituimos en la integral original y nos queda,

d 1 1 ([u? , -
[u? ?u = futdu=: ([u?]) + ¢ sisustituimos el resultado es,

_ (3x-3)3

f(Bx —3)%dx +c

c) [x*Vx+1dx
[ x?%\/x +1dx, efectuamos el cambio de variable de manera que
u=x+1, Z—Z = 1 despejamos x = u — 1 y elevamos al cuadrado
x% = (u—1)? Sustituimosy nos queda la integral
fu—1D*Vudx = [(W? - 2u+ DVudu = f(\/——2u2+u§)du

2 3 4 5 2 7 .
= Euz - Euz + ;uz + ¢ Sustituimos nuevamente y tenemos

2 3 4 5 2 7
fo\/x+1dx=§(x+1)§—§(x+1)§+;(x+1)§+c

3 5 7
_70(x+1)2 - 84(x + 1)2+30x + )2 |

105 ¢
20x +1)7
X
=————[35—-84(x+1) +30(x + 1)?] + ¢
105
3
2(x+1)2 5
—T[8—12x+15x 1+¢

3
X
. . ’ . 2 . . . . .7
d) f—m dx para eliminar el término Vx2 — 1, realizamos la siguiente sustitucion

u=x%—-1 dedonde du = 2xdx - dz—u = xdx, asimismo x> =u+1,

Sustituimos en la integral original,
x*xdx  ((u+1Ddu 1
ViZ-1 ) 2 T2

1
f(u + D uY2%du = Ef(ul/z +u Y2 du
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&) [2

f)

u3/2

1
=T+u1/2+c=§u1/2(u+3)+c

Sustituimos hacia atrasu = x% — 1

2 _13\1/2
=1(x2—1)1/2(x2—1+3)+c= %

3 x2+2)+¢

X+5 .. . .,
o dx Hacemos la siguiente sustitucion.

. . d
u=-e* y du=e*dx sustituimosy despejamos dx = 7”

e3* 45 ud+5 ul+5 u3 5
J. = dxzf du—f du—f—sdu+f—3du
e u u

du+5f——u——+c
f 2u?
Sustituimos hacia atras y

e3* +5 5
j dx=ex—e +c

4 e\/x+5

fZ x+5 dx

Realizamos el cambio de variable siguiente, u? = x + 5y su derivada 2u du = dx,
sustituimos en la integral original,

4eu 4 4
f — Qu)du = Zf etdu =2e"|
2 U 2 2

Rescribimos la solucidn,

4 e\/x+5 4 \/_
dx = 2eV¥*t5| 7 = 2e3 — 2eV7 = 11.983
» Vx+5 |2

g) fosx\/4 + x dx

Proponemos el siguiente cambio u? = 4 + x la derivada 2u du = dx, despejando
tenemosx =u® —4 y u=+4+x,

5 5 5 3
2 4 2 u u 5
f(u —4)u(2u)du=2f (w*—4u)du=2—-8—
. 5 °3o0
6u® —40ud|g 2 5
S | e T —4 - |
—° = w3 0)|0 (4+0:Gx—8)| 7

[126] [ 128 506
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De los ejemplos anteriores podemos deducir una metodologia para la integracion de
funciones por sustituciéon o cambio de variable.

1) Definir una nueva variable, u = g(x) de manera que el cambio nos permita
simplificar la funcion a integrar.

2) Despejar la nueva variable y obtener su derivada,

3) Modificar la integral y dejarla en términos de la nueva variable.

4) Integrar la funcion en términos de u y rescribir la solucién en términos de
x remplazando u por la funcién equivalente g(x)

5.7.2 Integracion por partes

En algunas funciones aplicar la integracién directamente no es posible. De acuerdo con la
naturaleza de la funcion, podemos probar su soluciéon por el método de integracién por
partes para encontrar la funcién primitiva.

Este método se utiliza cuando tenemos un producto de funciones. Para deducir el método

de integracidon partimos de la derivada de un producto. Mds precisamente, para dos
funciones u(x) y v(x) derivables, tenemos

%u(x)v(x) =u'(x).v(x) + ulx).v'(x)

Para deducir la férmula de integracidon por partes, integramos esta ultima, recordemos
gue la integracién es proceso inverso de la derivacion.

d
fau(x)v(x)dx = fu’(x).v(x)dx+fu(x).v’(x)dx

Nos queda,

u(x)v(x) = fu’(x).v(x)dx+fu(x).v’(x)dx

Despejamos y tenemos finalmente la férmula de integracion por partes
ju(x).v’(x)dx =u(x)v(x) —fu’(x).v(x)dx
Para la integral definida,

b b b
j u(x).v'(x)dx = u(x)v(x)la —f u'(x) . v(x)dx
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Ejemplos.

a)

b)

[ xe™dx

Para aplicar integracion por partes tomamos u = x su diferencial es du = dx, por
el otro lado hacemos dv = e**dx integramos ambos lados de la ecuacién y nos

ax

e . ,
ueda, v = — con estos valores realizamos el calculo,
a

X edx X 1
xePdx =—e™ — | —dx =—e%™ —— | e dx
a a a a
x ax

1
=aeax—?eax+c=?(ax—1)+c

[1n (x) dx

1
Hacemos u = In (x) entonces du = ;dx

dv=dx y v=x

Se aplica la férmula de logaritmos

fln (x)dx=xln(x)—fx%dx=xln(x)—x+c=x(ln(x)—1)+c

[e*(1+ x)%dx
Hacemos u = (1 + x)? entonces du = 2(1 + x)dx
dv=e*dx y v=e*

Usamos la formula y tenemos,
j e* (14 x)%dx = (1 + x)%e* — 2 f(1 T x)e* dx

Se aplica nuevamente integracién por partes para resolver la nueva integral, ahora
hacemos

u=(1+x)y du=dx

dv = e* dx v=e*

Empleamos la formula
jex (1+x)%dx = (1 +x)%e* -2 [(1 +x)e* — J e* dx]

=1 +x)%e*=2[(1+x)e*—e*]+c
=e*(1+2x+x2—-2-2x+2)+c=e*(x*+1)+c
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d) ffx\/x+1dx
Hacemos u = x entonces du = dx
dv=+vx+1ldx vy 17=§(1+x)3/2

Se aplica la formula,

f13x\/x+1dx= (x)§(1+x)3/2—f§(1+x)3/2dx=

- - QR - (@) a2

(@l -[(E) @] - -3 - 7o

3 xe*
e) J; avEY dx

Hacemos u = xe* entonces du = xe* +e* =e*(x + 1)

1 -1
dv—mdx yv—m

Aplicamos el procedimiento

f3 xeX g _[ x(_l) j’—l x( +1)d]3
;. (1+x)2 =1 \1Tex T+x. ¥ *11

xe* xe* e*(1+ x) — xe*
=[— +fexdx]3=[— +ex]3= ( ) 3
1+ x 1 1+ x 1 1+ x 1
—[ex]3—83 ¢!l = 3662
T l1+xl1 |4 2177

3
D s dx

.. . L . x3 x
Iniciamos haciendo el siguiente cambio f—l 5 dx = fxz — dx
Vi—Xx Vli—Xx

Cambio de variable u = x? y su derivada du = 2xdx

X

dv="Tr—

dx y v=—(1-x»)?

3
f\/%dx = —x*(1—xH)"? - f —2x(1 — x?)Y2dx
—X

2
= —x2(1 — x?)V/? —§(1 —x2)32 + ¢ =

1 — x2)1/2
—%(sz +2(1—-x¥+c
1 — x2)1/2
= —%(x2+2)+c
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Ejercicios.

1. [2Q2x—D*dx=8x(x—1)+¢c

2. [(1+ 2x)(x* +3x)dx = %(sz +14x+9) +¢
3. [3x3Wx3-3 dx=Vx3-3 (§x3—2)+c

4. [—= dx=ln(x2—%)+c

(1-2x2)

5. folx(x2 +1)3dx = 18—5

2 X
6. [[——=dx=1

° /2x2+1
7. f37x\/x —3dx= 1:—4
8. [(Inx)?dx = x(In*x —2lnx +2) + ¢

5x 9. — 1 5x _

9. [xe dx =—e**(5x—1) +c
10. [(2x + 5)(x + 1)Y2dx = %(Zx +7(x+ 132 +¢
11. f(7 — 3x®)e *dx = e *(3x? + 6x — 1)

2 x? _ 2 2 _
12. 2| 2—=dx = VX + 4(3x? — 16x + 128) = 1.324
13. [P xe dx = —se ¥@Bx+1) =011

2Inx

14. [ —dx =0.1534
5.7.3 Integracion por fracciones parciales

Si la funcidn a integrar f(x) es una fraccidn racional, es posible reducir esta fraccién en
fracciones simples que nos permitan encontrar primitivas. Este método es util para
fracciones propias?; es decir, cuando el grado del polinomio del numerador es menor al
grado del polinomio del denominador. Si A(x) y B(x) son dos polinomios, las fracciones
gue podemos resolver con este proceso tienen la forma,

4 Si la fraccidn es impropia se puede hacer propia al efectuar la divisién y después integrar. Por ejemplo, si

3 3
X°=2x s e e xX°—=2x 1
T efectuamos la division y nos queda e x2+x—1-— )

tenemos
x
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A(x)  ag+a;x +ax? + -+ apx™

&) :B(x) b+ byx + byx? + -+ bpyx ms<n

Para reducir esta fraccién, tenemos que factorizar el denominador para efectuar la
descomposicion en fracciones parciales equivalentes, de acuerdo con los criterios que se
indican en la siguiente tabla.

Factor Fraccién parcial correspondiente
Factor lineal
simple A A es una
ax+b constante
ax+b
Factor Lineal
maltiple A A A Ay, Ay, . Ay
ax+b (ax + b)? (ax + b)» son constantes
(ax + b)"
Factor cuadratico
simple Ax +B Ay B son
ax?+ bx +c constantes
ax?>+bx+c
Factor cuadratico A A
multiple Ax+B  Ax+B Anx + By, ; 1"1'3 ny
...B, son
ax?+bx+c (ax?+ bx + ¢)? (ax? + bx + c)" Lo
(ax? + bx + )" constantes

Ejemplos.

d

x(x

Realizamos una primera correccion.  x(x?2 —1) =x(x + D(x — 1)

Expresamos la funcién en las siguientes fracciones simples,
1 A B C

=—+ +
x(x+1D)x-1) x (x+1) (x-1)
Para encontrar los valores de A, B y C establecemos el siguiente sistema de
ecuaciones

1=A(x+1D)(x—-1)+Bx(x—1)+Cx(x+1)
1=Ax?—-1)+B(x?—x) + C(x%? + x)
1=x2(A+B+C)+x(C—B)—A

Se igualan los factores de lado izquierdo y derecho de la igualdad y deducimos las
siguientes ecuaciones
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|

Sustituimos estos val

fm:

A+B+C=0 A=-1 A=1_1
_B= - B="1/
C-B=0 - (=B o 2
—-A=1 B+C=1 czl/2

ores y nos queda

dx -1 1/2 1/2
f—d de‘F mdx

1 1
= —In(x) +Eln(x +1) +Eln(x —-1+c

b) [ dx

x2+45x

Primero probamos que sea una fraccidn propia, en nuestro caso lo es, porque el
grado del polinomio del denominador es mayor.

Expresamos la funcién como una suma de fracciones simples

2x —

x(x +

1 A B

5 x x+5

- 2x—1=A(x+5)+ Bx

Agrupamos de acuerdo con la variable x

1
A+B=2 y54=-1c2A=—-=; B=2+=-=

Finalmente sustituim

J

dx

f x*—x3+x%+3x-2
x%+x-2

1 11
5 5 5

os los valores de Ay B y resolvemos la integral que resulta.

dx

—dx+? x+5

2x—1d 1J1 11 1
x2+5xx 5

1 11
= —gln(x) +?ln(x+ 5)+c

Es una fraccién impropia, tenemos que resolver primero la divisién polinédmica,

x2-2x+ 5 De esta manera la integral a resolver es,
X2+ x - 2| x% X3+ x4 3x - 2 4 3o
x4 x3ex2 fx —X 2+x +3x-2 dx =
_5*_3){?_ 3x x“+x—-2
+2x“- 4x 6x—8
PR =[(x*—2x+5— dx
ox%- X -2 x2+x-2
-5x2- 5x +10
T 6xi8 6x—8
6x+8 = [x2dx— [2xdx+[5dx— [ -
X X—

Nos vamos a ocupar por el momento en la ultima integral, ya que las tres primeras
se resuelven por medio de las reglas de integracion directa. Asi, buscamos las

raices del polinomio,

x2+x—-2=(x—-1)(x+2)
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d)

Las fracciones parciales correspondientes a la fraccién,

6x-8 A B
GrD-1) +2) &-D

Es sistema de ecuaciones correspondiente,

A+ B = 6 Despejamos en la segunda ecuacionynosda A = 2B + 8§,
—A + 2B = —8 Sustituimos. 3B = -2 ~ B = —gy por consiguiente A = ?

Finalmente sustituimos las constantes y nos queda,

20 2
J.xzdx—.fodx+f5 dx—f—dx+f—dx
3(x+2) 3(x—1)

3

X 20 2
=?—x2+5x—?ln(x+2)+§ln(x—1)+c

x-3
| Zroedx

x“+8x+16
En primer lugar, es una fraccién propia. Buscamos las raices del polinomio x2 +
8x + 16, como es una ecuacion de 22 grado

-8+,64—-4(16) -8 .
X1p = > =5 = —4 raiz doble

Expresamos la funcién como una suma de fracciones simples

X—3 _ Al + AZ
(x+4)2 x+4 (x+4)?

- x—=3=4,(x+4)+4,

Para encontrar los valores A; y A, partimos de las ecuaciones,
Aix =1y 44, +A,=-3 ~ Ay, =-3—-4=-7
Finalmente, se sustituyen las constantes en las fracciones simples,

f x—3 J _J‘ 1 P 7f 1 P
2+x—207" ) x¥a™ x+42

=In(x+4)+

A
x+4) ¢

6x—5
[
x“+x-20
En primer lugar, es una fraccién propia.

Segundo, Encontramos las raices del polinomio x? + x — 20, como es una
ecuacién de 22 grado
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f)

~14+/1-4(-20) -149

2 2

xl’z == 4, _5

Expresamos la funcion como una suma de fracciones simples

6x —5 A N B
(x—4)(x+5) x—4 x+5

- 6x—5=A(x+5)+B(x—4)

Agrupamos de acuerdo con la variable x
6x —5=x(A+ B)+ (54 —4B)

Tercero, buscamos los valores de Ay B, al desarrollar las siguientes ecuaciones

A+B=6 Resolvemos el sistema de A+ B=6 (4)
5A —4B = -5  ecuaciones, multiplicamos por 4 5A—-4B = -5
la primera ecuacién
94 =19 A= 19
B -9
Se sustituye el valor de A en la primera ecuacion 19 +B=6 - B= 35
9 = .o _ —

Finalmente, después de sustituir los valores de las constantes Ay B

= | Z——dx+ | ———dx

f 6x —5 19 1 35 1
2+x-207"" ) 9x—24 9 x+5

19 35
=?ln(x—4) +?ln(x+5) +c

8 3x%+x—4
f‘l- x3-2x2-3x d
Es una fraccién propia. Las raices del polinomio son,
x3 —2x% — 3x = x(x? — 2x — 3)
Son tres raices, la primera es cero, x; = 0 las otras las buscamos por la ecuacién

de segundo grado y son

2+ 4—4(—3)_214_3
2 o2 7

Expresamos la fraccion como suma de fracciones simples asi,

X23 = -1

3x2+x—4 _A+ B N C
x(x+1D)(x-3) x x+1 x-3

Agrupamos y obtenemos los valoresde A,By C
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3x2+x—4=Ax—-3)(x+1)+Bx)(x—-3)+C(x)(x+ 1)
=A(x?—-2x—3)+B(x?—-3x) + C(x? +x)
=x2(A+B+C)+x(—2A—-3B+C)—34

Resolvemos el sistema de ecuaciones,

—4 —4
—34=—4 4="3 4="/3
A+B+C=3 - B=>/3-C > B=-1/,
—2A—-3B+C=1
—3(5/3—C)+C:11/3 C=13/6
ep e 4 1 13 .
Sustituimos estos valores de A = > B =— 5y C = =Y resolvemos la integral

8 3x24+x—4 4 81 18 1 13 (8 1
3 > dx = — —dx — — dx + — dx =
4 X — 2x% — 3x 3J), x 2), x+1 6 J, x—3

=00 = G+ 1) + S 3)|8
—3nx an 6nx 4

—[418 1l9+131 5] [414 1l 5]—5161 1.043 = 4.117
=|3n >1n - In z1n >5[ =5. . = 4.

2x2-x-1
8) fl x345x2+3x—9

Es una fraccién propia. Para encontrar las raices del polinomio se usa division
sintética,

Dado el polinomio p(x) = x3 + 5x% + 3x — 9, buscamos raices enteras; por lo
que iniciamos con divisores de -9 (+1, £3, +9).

153 9
. , . . -3
Una primera raiz es (x + 3) el polinomio nos queda, =26 9
3 2 5 12 30
p(x) =x>+5x*+3x—9=(x+3)(x* +2x —3)
Son tres raices, la primera es cero, x; = —3 las otras las buscamos por la ecuacion

de segundo grado y son

2+ /4—4(=3) -2+4

- - =1-3
2,3 2 2

Tenemos una raiz doble (x + 3)? y (x — 1). Expresamos la fraccién como suma de
fracciones simples,

2x2—x—-1 A N A, N B
(x+3)2(x—1) x+3 (x+3)2 x-—1
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Agrupamos y encontramos los valores de A,By C
2x2 —x—1=A;(x+3)(x —1) + 4,(x — 1) + B(x + 3)?

=A; (x> +2x—3)+A,x — A, + B(x* + 6x +9)
= (A; + B)x? + (2A,+A, + 6B)x + (—34,—A, + 9B)

Ai+B =2 Sumamos las tres Sustituimosy 4, = 2
2A;+A, + 6B =-1 ecuacionesy B =0 444, =-1 ~ A, =-=5
—34,—4,+9B =-1 Sustituimos estos valores

F 2x2—x—1 d—f32d+f3 —5d
B +52+3x—-97 " L x+37 7 ) Ger32™
—21n(x+3)+—|3 [21n6+] [21n4+] 4.417 — 4.0226 = 0.394

De la solucion de estos ejercicios, se deduce la siguiente metodologia para la soluciéon de
integrales por el método de fracciones parciales.

1) Verificamos que sean una fraccion propia. Si es impropia efectuamos la division y
después integramos

2) Encontramos las raices del polinomio del denominador.

3) Expresamos la fraccidon en fracciones parciales simples, de acuerdo con la tabla que
se definié arriba.

4) Buscamos los valores de las Constantes A, B, etc

5) Sustituimos los valores de las constantes en las fracciones parciales e integramos

Ejercicios
5 5 3
1) [= 3+22 —Zlnx—zln(x+2)+z+c
2) [ A :EIn(x—Z)—Eln(x+1)+c

2x2

3) [—— = dx—ln(x—1)+—+c

4) f(x+5)( dx =2In(x+5)—In(x—2) +¢
_1 2 _ 3 _
x =3In (x 1)]2 = 0.49

x+5

4 _1 4y 1 4
6) J, ey dx = s InGx— 1) 61n(x+5)]2_0.141
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